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xJyFz|{6}�~U��{e�9��� GNY�ATV�KLGN�oPNX#X|j1ADp�GNCaX&YiK � X#�B�1AOPNGgK��kADYqYqXZYqYqpJXZCOK�MD�e�FPNAOC1ATV��n�FADEaVWGHPNA�Kq�
XoVWAOPBpJXZY � X&PgXZpJXZCOKLY�GNCJA��|MOpJ�1VqX � X&C1YqGgmOX���AZ�Od���GNVWY�KZrOADC�AOC1ADPg�nKLGH�i� � ATVWAD��KWXoVWGN�oATKWGNMOC
MD�c�B�FADEaVWADC1�O�1PHATV�Y � AT�UX�GNY��1VqM&maGHEaXZE4r�ADC1E�X|j1GHY�KLGNC1���|MOC1�|Xo�aKLY�MO���L�3�W�������n ¢¡n£�ADC1E
�L¤D��¥¦¡6�L�W��rRXZATVWPHGgXZVc�FVqMD�UMOY�XZE�Sn�§�¢MDV-Y��UXZ�oGg¨��J�DXoMOpJX|KWVWGgXZYorRADVqXJ�OXZCaXoVWADPHGg�oXZE4d ��� XZC6r
K��9M�KWVWGHADCa�OPNXc�n�FADPNGgK��'pJXZADYW�aVqXZY9ATVqX�X|jBKWXZC1EaXZE�KqM��n�FADEaVWGHPNA�KWXoVWADPHY9ADC1E�K � XZGNV9VqXZY��UXZ���
KLG mnXcXojnKWVqXZp�ADP4ADCFEkAOY��1p��1KqMDKWGH�cS�X � AZmaGNMDVWY9X|j1ADp�GHCaXZE6rFY � M&��GHCa��GHCk�FATV�KLGH�|�FPNADV9K � ATK
K � X|� �oADC1CaMDKJEaX|KWXZ��KZr¦GN��CaXoXZEaX&E6r�KqVWGHADCa�n�1PNADV�EaXo�OXZCaXoVWAD����MD��A§�B�1ADE1VWGNPHA�KWXoVWADP¢d�t�C
X|j1GHY�KLGNCa���B�1ADPHGgK��§pJXZADYq�1VqXJGHY�K � XZC�E1GNYW�|�FYqY�XZE4r6� � GH� � GNYcADSFPNX�KWM � ADCFE1PgX�K � GNYc�oADYqXDd
© C���ATV�KLGN�o�1PHATVorUAOC��1CnSFAOPNADCF�|XZE�ADY��1pJ�aKWMTKLGN�-S�X � AZmaGNMDV�GHY�E1XZpJMOC1Y�KWVWA�KWXZE4rOª��1Y�KLGN�«�aGHCa�
K � XJCaXoXZE��¬MDV�A]CaX|��AT�F�1VqMOAD� � d � M&��ATVWE�K � GHY��OMOADP0r�K � X�KqVWGHADCa�nPgX��B�FADPNGgK���pJXZADYq�1VqX
S�ADY�XZEJMOC] }1®RyF¯1°U±¢²4z C1MDVWp³GNY�pJMaE1GN¨1XZE�GHCJMDVWEaXZV
KqM-VqXo�FPHAD�|X�XZ�B�1GHPNA�KWXoVWADP1VqXo�¬XoVqXZCF�|X
XZPNXZpJXZCOK�Sn��VWGN� � K�GHY�MOYq�|XZPNXZY-KqVWGHADCa�OPNXZY|r���GgK � �|MOCDKWVqMOP�MOC�K � X]Y��UXZ�oGN¨F��VWGg� � KJADCa�nPgXDd
��GHC1ADPHP �Or¦K��9M�CaX|�)�n�FADEaVWGHPNA�KWXoVWADP9�B�1AOPNGgK�� pJXZADYq�1VqXZY�ADVqXkE1XZYqGN�OCaXZE´ADC1E X|j1ADp�GNC1XZE
�FYqGNC1��K � XZYqXcVqXZYW�1PgKWYod¦I��Fp�XZVWGN�oADP6VqXZYW�1P KLY�GHPNPH�1Y�KWVWA�KWXcK � X-pJATK�KWXoVod

µ ¯n¶�·¸®=}6¹4zO��º �FADEaVWGHPNATKqXoVWAOP¢rF�B�1ADEaVWGHPHA�KqXZVWADP4p�X&Y � GHCa�1rFpJXZY � �B�1ADPHG K��Od
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Ä�Å-Æ¬Ç#ÈUÉDÊËÊ�Æ«ÌUÍDÎNÏ�ÐUÈUÉDÊ�È�ÅoÑ4ÒOÅcÅoÑ6ÍJÓaÍ�É1Ô�Í&Å|Õ|Æ«ÖJ×6Õ�Éa×RÍ�ÕLÅoÆ«ÍTÇcÉ1Ø
ÅoÑUÍ�Ô�ÍTÇ|Ñ�Ç�Ù6×6×RÉaÕLÅoÆ«È6Ó�Ò
Ú È6ÆHÅ|ÍJÍTÎ«ÍTÔ�ÍTÈ1ÅcÉaÕ Ú È6ÆHÅ|Í�ÛaÉ1Î¬Ù6Ô�Í�Ö&É1Ô�×4Ù�ÅZÒOÅoÆHÉ1È�Ì6Æ«Õ�ÍTÖZÅoÎHÏ�Æ¬Ô�×=ÒBÖZÅcÅ|Ñ6Í�ÒBÖ�Ö�ÙUÕoÒBÖZÏ�É1ØeÅoÑUÍ
ÈFÙ6Ô�Í�Õ|Æ¬ÖTÒBÎFÕ�ÍDÇ�Ù6ÎHÅDÜiÝ4ÉaÕiÍ&Þ4ÒBÔ�×4Î«ÍaßaÆ¬È'ÅoÑUÍ�×RÒnÕLÅ|Æ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕ�ÖTÒBÇLÍ�É1Ø Ú È6ÆNÅ|ÍcÍTÎHÍTÔ�ÍTÈaÅ�ÒBÈ=ÒnÎHÏUÇ|Æ«ÇiÉ1Ø
ÍTÎ«Î¬ÆH×6Å|Æ¬Öc×4Õ�Éaà4ÎHÍDÔ�Ç�ß=á âOã4Ç|ÑUÉDÊ�Ç9Å|Ñ=ÒOÅ�ÒnÖTÖ�ÙUÕoÒBÖZÏkÉ1Ø4ÅoÑUÍ-Òn×4×6Õ�ÉDÞUÆ¬Ô�ÒOÅ|Í#Ç�ÉaÎ¬Ù�ÅoÆ«ÉaÈ�Æ¬Ç�Ì4ÆHÕ�ÍTÖ&Å|ÎHÏ
Õ�ÍTÎ¬ÒOÅ|ÍTÌ�Å�ÉkÒ�ÓaÍ�É1Ô�Í�Å�ÕoÆ«Ö#ÍTÇLÅ|Æ¬Ô�ÒOÅ|Í-ÉaØ�Ô�ÍTÇ|Ñ�ÍTÎHÍTÔ�ÍTÈaÅoÇTß1ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒBÎ«ÎHÏ�Õ|ÍTØ¢Í�Õ�Õ|ÍTÌ�Å|ÉkÒBÇ�änå�æ4ç�èTé
ê äaéìëìíBß4Æ«È�ÅoÑUÍ'ÖTÒBÇLÍ�Ê�ÑUÍ�Õ�Í�Å|Ñ6ÍTÇLÍ�ÍDÎHÍTÔ�ÍTÈaÅoÇ�ÒnÕ�Í�Ç|Æ«Ô�×=Î«Æ¬Ö�Æ¬ÒBÎ�Ü
î ÎHÅoÑUÉ1ÙUÓ1Ñ�Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒnÕ�ÒBÈ6Ì¸Å|Í&Å|ÕoÒBÑ6ÍTÌUÕoÒBÎJïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ³Ô�ÍDÒBÇ�ÙUÕ|ÍTÇ�Ñ4Ò�Û1Í�àRÍ�ÍDÈ�Í�ÞFÅ|ÍTÈ6Ç|ÆNÛ1ÍTÎHÏ
Ì6Æ«Ç|Ö�Ù6Ç|ÇLÍTÌ
ßJÆ¬Èð×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒOÕ Æ¬Èñá«òBß�óFß�ôFß�õUß-öUß�òT÷6ß�òaò&ã�ßJÎ«ÆHÅLÅoÎ«ÍøÊ�ÉaÕ�Ð³Ñ=ÒBÇ�àRÍ�ÍTÈËÌUÉ1ÈUÍ
Ö&É1È6Ö&Í�ÕoÈ6Æ«È6Ó ×4Î¢ÒBÈ4ÒnÕ]ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ¬Ç�Ü�Ý4ÉaÕ]Ç�Ù6ÖZÑùÍTÎHÍDÔ�ÍTÈ1Å|ÇTß�á«òOóDã�×4Õ�Éa×RÉ1ÇLÍTÇ'ÍTÇWÅoÆ¬Ô�ÒOÅoÆ«ÈUÓ
Å|Ñ6Í�ï�Ù4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�àFÏ�Ô�ÍDÒBÈ4Ç�É1Ø=ÅoÑUÍ�änå�æ4ç|èTé ê äaéìë�íBß1Å|Ñ6Í�åoúaç&û�üeçZåoå�ÒnÈ4Ì�ÅoÑUÍ'å&é ê ç�é�è&ýFë3ü�þ�ÿ&ä1èTé�í ê Ü
î ÎHÅoÑUÉ1ÙUÓ1Ñ"È4ÒOÅoÙUÕoÒBÎ�Ø0ÉaÕ�ÇLÉ1Ô�Í�×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¬ÒnÕ�ÓBÍTÉ1Ô�Í&Å|Õ|Æ«ÍTÇ�ß�Ç�Ù4ÖoÑ Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÇ�ÒnÕ�Í�ÈUÉBÅ�Ê�ÍTÎ¬Î
ÌUÍ Ú È6ÍTÌ Æ«È´ÒkÓaÍDÈUÍ�ÕoÒBÎ¦Ö&É1ÈaÅ|Í&Þ�ÅTÜ î ÎNÅ|Í�ÕoÈ4ÒOÅ|Í�ï�Ù4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�ÍTÇLÅoÆ«Ô�ÒOÅ|ÍTÇ-Ñ4ÒTÛaÍ'àRÍ�ÍTÈ Æ«È1Å|Õ�É�Ì4Ù6Ö&ÍTÌ
à1Ï7á � ã�ß6à4ÙUÅ#Ê�ÆNÅoÑUÉ1Ù�Å-×4Õ�ÉDÛUÆ¬Ì6Æ¬ÈUÓ�Ö&É1Ô�×=ÒnÕ|Æ«Ç�É1È6Ç�Ü
î Ø¢Å|Í�Õ-Õ�ÍDÖTÒBÎ«Î¬Æ«È6Ó�Ò�Ø0Í&Ê�Ù4ÇLÍTØ3Ù6Î
ÓaÍ�É1Ô�Í&Å|Õ|Æ«ÖTÒBÎ
Õ�ÍTÇ|Ù6ÎNÅoÇTß6ÅoÑ6Æ¬Ç�ÒnÕLÅoÆ¬Ö�ÎHÍ Ú Õ|ÇLÅoÎNÏ�Ì6Æ¬Ç�Ö�Ù4Ç�ÇLÍDÇcÅoÑUÍ
ÒBÈ4ÒBÎNÏ�Å|Æ¬ÖTÒBÎ�ÖoÑ4ÒnÕoÒBÖZÅ|ÍTÕ|Æ��DÒOÅoÆ«ÉaÈ ÉaØ�×=Î¬ÒBÈ4ÒnÕkï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ¬Ç�Ü�ÄWÈù×=ÒnÕLÅoÆ«ÖTÙ6Î¬ÒnÕTß�ÒnÇLÏUÔ�×UÅ|ÉBÅoÆ«Ö
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ÌUÍ�ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒBÖZÏ´ÖDÒnÇ�ÍTÇ�ÒnÕ�ÍkÍ&Þ6ÒBÔ�Æ«ÈUÍDÌ�Ücb#ÑUÍ�Ô�ÉUÌ6Æ Ú ÖTÒOÅoÆ«É1È É1Ø9Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1ÎHÍ�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ�Ô�ÍDÒBÇ|ÙUÕ�ÍTÇ
à=ÒBÇLÍTÌ�É1È�Ô�ÒOÅ|Õ|ÆNÞ§È6ÉaÕ|Ô�Ç�ß�×6Õ�Éa×RÉ1Ç�ÍTÌ�Æ«Èøá dOã
Æ«È§ÉaÕ|Ì6Í�Õ�Å|É�ÒBÌ4Òn×6Å�ÅoÑUÍTÇ�ÍJÔ�ÍDÒBÇ|ÙUÕ�ÍTÇ�Å|É'ÅoÑUÍ
ÖTÒBÇLÍ�Ê�ÑUÍ�Õ�Í�Õ�ÍTØ0Í�Õ�ÍTÈ4Ö&Í�ÍDÎHÍTÔ�ÍTÈaÅoÇ9ÒnÕ�Í�ÕoÆHÓ1ÑaÅ�Æ«Ç�ÉaÇ|Ö&ÍTÎ«ÍTÇ¦Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�ßBÆ¬Ç�×6Õ�ÉDÛUÆ¬ÌUÍTÌ§ë3ü�çGe1é�ç&ü6å�íBÜ
b#Ñ6Æ«Ç§ÒnÌ=Òn×UÅZÒOÅ|Æ«É1È"Æ«Ç�Ô�ÉnÅoÆHÛaÒDÅ|ÍDÌ àFÏ ÅoÑUÍ�Æ¬ÌUÍDÒ�É1Ø-Í&Þ�Å�ÍDÈ6Ì6Æ¬ÈUÓøÅoÑUÍTÔ Å|É7ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ
ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ'Ô�ÍDÒBÇ|ÙUÕ�ÍaÜ.b#ÑUÍTÈ�ßDÅoÑUÍ Ú Õ|ÇWÅiï�Ù4ÒBÌUÕoÒBÈ6ÓaÎ«Í�Ç�Ñ4Òn×RÍ�ÍTÇLÅoÆ«Ô�ÒOÅ|ÍTÇ
Å|É-àRÍ�Ö&É1È6Ç�Æ¬ÌUÍ�Õ�ÍDÌ]ÒnÕ�Í
ÇLÐaÍ&Ê�ÈUÍTÇ|ÇcÒBÈ6Ì�ÇLÅ�Õ|Í&ÅoÖoÑ6Æ¬ÈUÓ�Ø3ÒBÖZÅ|ÉaÕTÜXb#ÑUÍ&Ï�ÒnÕ�Í�Í�Þ6ÒBÔ�Æ¬ÈUÍTÌ�Æ¬È�Ì6Í&ÅZÒBÆ«ÎeÒBÈ4Ì�ÆNÅ#Æ«Ç�Í&Þ�×4Î¢ÒBÆ«È6ÍTÌ
Ê�ÑaÏ�Å|Ñ6Í&Ï³ÖDÒBÈ6ÈUÉBÅ�×6Õ�ÉDÛUÆ¬ÌUÍ7ï�Ù4ÒBÌUÕoÒBÈ6Ó1ÎHÍ7ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏðÔ�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÇ�Æ«È(Ò ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒBÎJÖ�ÉaÈ1Å|Í&ÞFÅDÜ
f�ÍTÖDÒBÙ6ÇLÍ�ÉaØ#ÅoÑUÍTÇ�Í�Î¬Æ«Ô�ÆNÅZÒOÅoÆHÉ1È6ÇTß�Í&ÞFÅ|ÍTÈ4Ç�Æ«É1È6Ç�ÉaØ�ÇLÉ1Ô�Í�Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Î«Í�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ Ô�ÍDÒBÇ|ÙUÕ�ÍTÇ]Å|É
ïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ«Ç�ÒOÕ|Í�ÅoÑUÍDÈ�×6Õ�ÉDÛ6Æ«Ì6ÍTÌ�ÜXb#ÑUÍTÇ�Í-ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Ô�ÍOÒnÇ|ÙUÕ�ÍTÇ�ÒnÕ�Í-Ø0Ù6Î¬ÎNÏ�ÒBÈ=ÒBÎNÏ`�TÍTÌ�ÒBÈ6Ì
ÆNÅ�Æ«Ç9Ç|ÑUÉDÊ�È'ÅoÑ4ÒOÅiÅoÑUÍ&ÏkÇ|ÒOÅoÆ«Ç|Ø¬Ï�ÅoÑUÍcÌUÍDÇ�ÆHÕ|ÍTÌ]Í&Þ�Å�Õ�ÍDÔ�ÒBÎUÒBÈ6Ì�ßaÌ6Í�×RÍTÈ6Ì4Æ«È6Ó�É1È'ÅoÑUÍcÖ�ÉaÈ1Å|Í&ÞFÅDß
ÒBÇWÏUÔ�×UÅ|ÉBÅoÆ«Ö'×4Õ�Éa×RÍ�ÕLÅoÆHÍDÇ�Ü+gËÑUÍTÈ ÅoÑUÍDÇLÍ�ÒnÇLÏUÔ�×UÅ|ÉBÅ|Æ¬Ö'×6Õ|ÉB×eÍ�ÕLÅoÆHÍTÇJÌUÉ�ÈUÉBÅ�Ö&É1Ô�×4ÎNÏ�Ê�ÆHÅ|Ñ
ÅoÑUÍ7Õ�ÍTïFÙ4ÆHÕ�ÍDÔ�ÍTÈ1Å|Ç�É1Ø�ÅoÑUÍ Òn×6×4Î¬Æ«ÖTÒOÅoÆ«É1È�ß�ÒBÈ(ÒBÎNÅ|Í�ÕoÈ4ÒOÅ|ÍøÍTÇLÅoÆ«Ô�ÒOÅ|Í7Æ¬ÈaÅ|Õ�ÉUÌ6Ù4Ö&ÍTÌËÆ¬Èñá � ã
Æ«Ç�Í&Þ4ÒnÔ�Æ«È6ÍTÌðÆ¬ÈðÌ6Í&ÅZÒBÆ«Î�Ü Ý9Æ«È4ÒBÎ¬ÎNÏ1ß�ÅoÑUÍ7ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏðÔ�ÍOÒBÇ�ÙUÕ�ÍDÇ�àRÒBÇLÍTÌðÉaÈ
ÅoÑUÍVh>iKj�;=5Zk�.mlon�Ô�ÒOÅ|Õ|ÆHÞ�ÈUÉaÕ|Ô�ß-×6Õ�Í&Û6ÆHÉ1Ù6Ç|ÎNÏ�ÅoÒBÆ¬ÎHÉaÕ�ÍTÌ�Å|É Õ|ÆHÓ1ÑaÅ Æ«ÇLÉ1Ç|Ö&ÍTÎ«ÍTÇ�Õ�ÍTØ¢ÍTÕ�ÍTÈ6Ö&Í
ÍTÎHÍDÔ�ÍTÈ1Å|ÇTß�ÒnÕ�Í�Ì6Í Ú ÈUÍDÌuÒBÈ6ÌuÇWÅoÙ6Ì6Æ«ÍTÌ�ÜqpFÍ�ÛaÍ�ÕZÒnÎ#È�Ù6Ô�ÍTÕ|Æ«ÖDÒnÎcÍ&Þ4ÒnÔ�×4Î«ÍTÇ�Æ¬Î«Î¬Ù6ÇLÅ�ÕoÒOÅ|Í�ÅoÑUÍ
ÅoÑUÍ�ÉaÕ�Í&ÅoÆ¬ÖTÒBÎeÕ�ÍDÇ�Ù6ÎHÅoÇ�Ü

r s ¾.tvu�Ã�w Ã&¼yx'¾9Ã(tvz
{X|7{ }�~Z�0�S�W�>�0�o�
ÄWÈ�ÒnÎ¬ÎcÅoÑ=ÒDÅ�Ø¢É1Î«Î«ÉDÊ�Ç�ß

t
Ì6ÍTÈUÉBÅ|ÍTÇ�ÒøÅ|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«Í�Ê�ÆNÅoÑ"ÛaÍTÕLÅoÆ«Ö&ÍTÇ

E
ß
F
ÒBÈ6Ì

G
ß-ÒnÕ�ÍDÒ At

ß
ÇLÍTÔ�ÆH×RÍ�ÕoÆ«Ô�Í�Å�ÍTÕ

pt
ßiÆ«È6ÕoÒBÌ6Æ«Ù4Ç

r
ßiÖ�ÆHÕ|ÖTÙ6Ô�ÕoÒBÌ6Æ¬Ù6Ç

R
ß¦ÍDÌUÓaÍ§ÎHÍTÈ6ÓBÅ|Ñ4Ç

e = FG
ß
f = EGÒBÈ6Ì

g = EF
ß�ÒBÈ6Ì�Ê�ÍkÌUÍTÈUÉBÅ|Í'ÅoÑUÍkÒBÈUÓ1Î«ÍkÒOÅ�Û1Í�ÕLÅ|Í&Þ

E � Õ�ÍTÇ�×
Ü F ß G � ÒBÇ η � Õ�ÍDÇL×
Ü φ ß
ψ � ÒBÈ4Ì´Å|Ñ6ÍkÕoÒBÌ4Æ«Ù6Ç�ÉaØ�ÅoÑUÍ�Æ¬È6Ç�Ö�Õ|ÆHàRÍDÌ � Õ�ÍTÇL×¦Ü'ÖTÆHÕ|Ö�Ù4Ô�Ç�Ö�Õ|ÆHàRÍDÌ � Ö�Æ«Õ|Ö�Î«Í�É1Ø t ÒBÇ r � Õ�ÍDÇL×
Ü
R � Ü�ÄWÈ ÒnÌ4Ì6ÆNÅoÆ«É1È�ßUÅoÑ6ÍJÛ1Í�ÕLÅoÆ¬Ö&ÍTÇ E ß F ÒBÈ6Ì G Ñ4Ò�Û1Í�Õ�ÍTÇ�×RÍTÖZÅoÆHÛaÍ'Ö&É�ÉaÕ|Ì6Æ¬È4ÒOÅ|ÍTÇ (xE , yE)

ß
(xF , yF )

ÒBÈ6Ì
(xG, yG)

Æ«È�ÒBÈkÒnÕ�à=ÆNÅ|ÕoÒnÕLÏ'ÉaÕLÅoÑUÉ1ÈUÉaÕ|Ô�ÒBÎ�Ò���È6Í�Õ�ÍTØ0Í�Õ�ÍTÈ4Ö&ÍcØ¢ÕoÒBÔ�Í�×RÒnÕoÒBÎ«Î«ÍTÎ
Å|É�ÅoÑ6Í]×4Î¢ÒBÈUÍkÉ1ØiÅoÑUÍ]Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«Í

t
Ü�b#ÑUÍkØ0É1Î«Î«ÉDÊ�Æ«ÈUÓ�ÇWÅZÒBÈ6Ì=ÒnÕ|Ì´ÈUÉaÕ|Ô���Î«Æ«ÐBÍ�ÈUÉBÅZÒOÅoÆHÉ1È6Ç�Ê�Æ«Î¬Î

ÒBÎ«ÇLÉ�àRÍ�Ù6Ç�ÍTÌ��
|t|0 = min(e, f, g)

|t|2 =
√
e2 + f2 + g2

|t|∞ = max(e, f, g).

� òaÜ¬ò �
pFÉ1Ô�ÍøÕ�ÍTÇ|Ù6ÎHÅoÇ�Ø¢Õ�É1Ô�ÍDÎHÍTÔ�ÍTÈaÅZÒnÕLÏ³ÓaÍ�É1Ô�Í&Å|ÕLÏðÒnÕ�ÍùÒBÇ|Ç�Ù6Ô�ÍTÌ�Ê�ÆNÅoÑUÉ1ÙUÅ�×6Õ�É�É1Ø � ÇLÍ�ÍùØ¢ÉaÕÍ&Þ6ÒBÔ�×4ÎHÍ"á �Bã�Ø¢ÉaÕ�×6Õ�É�É1Ø0Ç�ÒBÈ4Ì³ÌUÍ&ÅZÒBÆ«Î¬Ç � ÜñÄWÈ�×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒOÕDß#ÅoÑUÍøØ0É1Î«Î«ÉDÊ�Æ«ÈUÓ Ê�ÍTÎ«Î���ÐUÈUÉDÊ�ÈÕ�ÍTÎ¢ÒDÅoÆ«É1È6Ç�Ê�Æ¬Î«Î
àRÍ�Ù6Ç�ÍTÌ��

2R =
efg

2At
=

e

sin η
=

f

sinφ
=

g

sinψ
, � òaÜgó �

Ê�ÑUÍ�Õ�Í At
Æ«Ç#Ó1ÆNÛ1ÍTÈ�à1Ï

At = rpt, � òaÜ â �
ÒBÇ�Ê�ÍTÎ¬Î¦ÒBÇcàFÏ��]5ZiKjokD� Ç#Ø0ÉBÕoÔ]Ù6Î¢Ò��

At =
√
pt(pt − e)(pt − f)(pt − g). � òaÜ � �



Ý9Æ«È4ÒBÎ¬ÎNÏ1ß=ÆNÅ�Æ¬Ç#Õ�ÍTÖTÒBÎ¬ÎHÍTÌ�ÅoÑ4ÒOÅ#ÅoÑUÍ�ÍTÌUÓaÍ�ÕZÒDÅoÆ«É�Æ«Ç-ÌUÍ Ú ÈUÍTÌ ÒBÇ;�

τ =
|t|∞
|t|0

, � òaÜgô �
ÇLÍ�Í�á«òT÷nã�Ø0ÉBÕ�Ò ÇWÅoÙ4Ì�Ï7É1Ø�ÅoÑUÍ§àRÍDÑ4Ò�ÛUÆ«ÉaÕ]É1Ø

τ
ßiÊ�ÆNÅoÑùÕ�ÍTÇ�×RÍTÖZÅ]Å|É�ÅoÑUÍ§Í�ÞFÅ|Õ�ÍTÔ§ÒnÎ�ÒBÈUÓ1ÎHÍDÇ

É1Ø
t
Ü

{X|5� ���v�X�<~Z���0�D�`�o~��S���
Ý6ÉaÕ�ÅoÑUÍ�ÇoÒnÐBÍ�É1Ø¦Ö&É1È6Ö�Æ¬ÇLÍDÈUÍTÇ�ÇTß%�ZïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ0�#Ê�Æ¬Î«Î�ÑUÍTÕ�ÍDÒBØ¬Å|Í�Õ#Ô�ÍDÒBÈ�Ò��o×=Î¬ÒBÈ4ÒnÕTß6ÈUÉ1È`�
ÌUÍ�ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒOÅ|Í�ÒBÈ4Ì"Ö&É1ÈaÛ1Í&Þ"ïFÙ4ÒBÌUÕoÆ«Î¢ÒDÅ|ÍTÕoÒBÎ0�OÜ�pUÙ6ÖoÑ¸Ò�ïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎcÇ|Ñ4ÒBÎ«ÎcàRÍ�ÌUÍTÈUÉBÅ|ÍTÌ
ÓaÍTÈUÍ�Õ|Æ¬ÖTÒBÎ«ÎHÏ�ÒBÇ

q = ABCD
ß�Ê�ÆNÅoÑ³ÒnÕ�ÍDÒ A ßcÇ�ÍTÔ�Æ«×RÍ�Õ|Æ¬Ô�Í&Å|Í�Õ p ßcÍDÌUÓaÍTÇ�É1Ø�ÎHÍDÈUÓBÅoÑ6Ç

a = AB
ß
b = BC

ß
c = CD

ÒBÈ6Ì
d = DA

ÒnÈ4Ì�ÌUÍDÈUÉBÅ|Í�ÅoÑUÍ�ÒBÈUÓ1Î«Í�ÒOÅ�Û1Í�ÕLÅ|Í&Þ
A � Õ�ÍTÇL×¦Ü

B
ß
C
ß
D � ÒBÇ α � Õ�ÍTÇ�×
Ü β ß γ ß δ � ÒBÈ6Ì θ ÅoÑ6ÍkÒnÕ|ÆNÅoÑ6Ô�Í&ÅoÆ«Ö'Ô�ÍDÒBÈ�É1ØiÍTÆHÅoÑUÍ�Õ α ÒBÈ6Ì γ ß=ÉaÕ

β
ÒBÈ6Ì

δ
ßRÖTÒBÎ«Î«ÍTÌ�ÅoÑUÍ�é�í ê åZë�íBü4ÜR�-ÉaÕ|Ô���Î«Æ«ÐaÍ'È6ÉnÅZÒOÅoÆ«ÉaÈ4Ç�ß=Ç|Æ«Ô�Æ«Î¢ÒnÕ#Å|É�Å|Ñ6É1ÇLÍ]Ø¢ÉaÕ#Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1ÎHÍDÇ�ß

Ê�Æ«Î¬Î¦ÒBÎ«Ç�É�àRÍ�Ù6Ç�ÍTÌ��
|q|0 = min(a, b, c, d)

|q|2 =
√
a2 + b2 + c2 + d2

|q|∞ = max(a, b, c, d).

� òaÜgõ �
�#ç���ä ê ú´òaÜ¬ò`�>b#ÑUÍJÖ&É1Ô�×=Ù�ÅZÒOÅ|Æ«É1È�É1Ø A ÖTÒBÈ§àRÍ�×RÍ�Õ|Ø0ÉaÕ|Ô�ÍTÌ�Æ«È�ÇLÍ&Û1Í�ÕoÒBÎRÌ4Æ� RÍTÕ�ÍTÈaÅ�Ê#Ò�Ï6Ç�ÜÄWÈk×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕTß1ÆNÅ�Ç�Í�ÍTÔ�Ç�È=ÒOÅ|Ù6ÕoÒBÎFÅ|É�Ì6ÍTÖ&É1Ô�×eÉaÇ�Í

q
Æ«ÈkÅqÊ�ÉJÅ|Õ|Æ¬ÒBÈ6ÓaÎ«ÍTÇTßnÊ�Ñ6É1ÇLÍcÕ�ÍTÇ�×RÍTÖZÅoÆHÛaÍ

ÒnÕ�ÍDÒBÇcÒnÕ�ÍJÉaàUÅZÒBÆ«ÈUÍDÌ�Æ«È�ÒkÇWÅ|ÕoÒBÆHÓ1Ñ1Å|Ø0ÉaÕLÊ#ÒnÕ|Ì�Ô�ÒBÈ4ÈUÍ�Õ�Éaà6ÅoÒBÆ¬ÈUÍTÌ
Ü î ÎNÅoÑUÉ1Ù6Ó1Ñ�ÅqÊ�Æ¬Ö&Í�Ô�ÉaÕ�Í
Ö&É1ÇWÅoÎHÏ1ßRÆHÅJÆ«Ç�ÈUÉBÅ�Ò�à=ÒBÌ´Æ«Ì6ÍDÒ�Å|É�Ö&É1Ô�×=Ù�Å|Í�ÅoÑUÍ]Ø0É1ÙUÕ�×eÉaÇ|Ç�Æ«à4Î«Í�Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Ù4Î¬ÒnÕJÒnÕ�ÍOÒnÇTßRÇ�Æ¬È6Ö&Í
Å|Ñ4Æ«ÇJÒBÎ«Î«ÉDÊ�Ç-Å�É�ÌUÍ�Å|ÍTÖZÅDß=É1È�Å|Ñ6Í¢¡UÏFß4Ê�ÑUÍ�Å|Ñ6Í�Õ�ÉaÕ�È6ÉnÅ

q
Æ«Ç�Ö&É1ÈaÛ1Í&Þ�ßRÈ6É1È`��Ö&É1È1ÛaÍ&Þ�ßeÇLÐaÍ&Ê'ß

ÌUÍ�ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒOÅ|Í � è�ÿ���á � ã'Ø0ÉaÕ�ÌUÍ&ÅZÒBÆ«Î¬Ç � Ü¤£�ÕoÒBÖZÅoÆ«ÖDÒBÎ«ÎHÏðÇL×RÍDÒnÐUÆ«ÈUÓ4ß�ÅoÑ6Æ¬Ç�Æ«Ç�É1Ø�ÅoÑ6ÍøÓaÕ�ÍDÒOÅ|ÍTÇWÅ
Æ«È1Å�ÍTÕ�ÍTÇWÅDß-Ç|Æ«È4Ö&Í´àeÉnÅoÑuÅ|Éa×RÉ1Î«ÉBÓ1Æ¬ÖTÒBÎ�Ö�É1È6Ç�Æ¬ÇWÅ|ÍTÈ6Ö&Ï¸ÖZÑUÍTÖoÐ�Æ¬ÈUÓ"ÒBÈ4Ì¸ÓaÍ�É1Ô�Í�Å�Õ|Æ¬ÖTÒBÎ�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ
Ô�ÍDÒBÇ|ÙUÕ�ÍTÔ�ÍDÈaÅ�ÖTÒBÈ�àRÍ'ÌUÉ1ÈUÍ'ÒOÅ#ÅoÑUÍ'Ç|ÒBÔ�ÍJÅoÆ¬Ô�ÍaÜ
¥ É1ÇWÅ'É1Ø�Å|Ñ6Í�Ù6Ç�ÍTØ0Ù6Î�Ô�Í&Å|Õ|Æ¬Ö�ÍTïFÙ=ÒBÎ«ÆHÅ|Æ«ÍTÇ�É1Ø�Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ'ÌUÉ ÈUÉBÅ'Í&Þ�Å�ÍDÈ6ÌøÅ�É ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�Õ7�
ÒBÎ«Ç�ßiÒBÈ6Ì�ÅoÑ6Æ¬Ç�Æ«ÇJÅoÑ6Í Ú Õ|ÇWÅ'ÉBà=ÇWÅZÒBÖ�Î«ÍkÅ|É�ÅoÑUÍ�ÓaÍDÈUÍ�ÕoÒBÎ¬Æ��DÒOÅoÆ«ÉaÈ7ÉaØ�Õ�ÍDÇ�Ù6ÎHÅoÇ�Ç�Ù6ÖZÑùÒBÇ�ÅoÑUÉ1Ç�Í
×6Õ�ÍTÇ�ÍTÈaÅ|ÍTÌ§Æ¬È´á«òT÷Oã�Æ«È�ÅoÑUÍ�ÖDÒBÇLÍ�É1ØRÅ�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�ÜX��Í&ÛaÍTÕLÅoÑUÍTÎ«ÍTÇ�ÇTß¦�]5¦i[jokD� Ç�Ø0ÉaÕ|Ô]Ù4Î¬Ò�ÖDÒBÈ�àRÍ
ÓaÍTÈUÍ�ÕoÒBÎ¬Æ���ÍDÌ�Ø¢ÉaÕ-ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«Ç��

A =
√

(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− abcd cos2 θ. � òaÜ � �
�#ç���ä ê úùòaÜgóZ�vb#Ñ6Æ¬Ç#Ó1ÆHÛaÍDÇ�ÒBÈ�Éa×6×RÉaÕLÅoÙ4È6ÆNÅqÏ�Å|É§Ì6Æ¬Ç�Ö�Ù4Ç�Ç#ÅoÑUÍ]ÖoÑUÉ1Æ¬Ö&Í'É1Ø α ÒBÈ6Ì γ Æ«È�ÅoÑUÍÌUÍ Ú È4ÆNÅoÆ«ÉaÈ É1Ø

θ
Ü�Ä�Å�Æ¬Ç'Ê�ÍDÎ«Î�Ð�È6ÉDÊ�ÈùÅ|Ñ=ÒOÅ]ÅoÑUÍ�Ç�Ù4Ô É1ØcÅ|Ñ6Í�Ø¢É1ÙUÕ�ÒBÈUÓ1ÎHÍDÇ]É1Ø-Ò´Ö&É1ÈaÛ1Í&Þ

ïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ
Æ«Ç#ÍTïFÙ=ÒnÎ�Å|É
2π § Ñ6ÍTÈ6Ö&Í1ß θ1 = α+γ

2

ÒBÈ6Ì
θ2 = β+δ

2

ÒnÕ�Í�Ç|ÙU×6×4Î«ÍTÔ�ÍDÈaÅZÒnÕLÏ1Ü
Ä�ÅcØ¢É1Î¬ÎHÉDÊ�Ç�Æ«È§×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕ�ÅoÑ4ÒOÅ

θ1
ÒBÈ6Ì

θ2
Ñ=Ò�ÛaÍ�Éa×6×RÉ1Ç|ÆNÅ|ÍJÖ&É1Ç�Æ¬ÈUÍTÇ�ßFÅoÑFÙ4Ç�ÍTï�Ù4ÒBÎRÇ|ïFÙ4ÒnÕ�ÍDÌ

Ö&É1Ç�Æ¬ÈUÍTÇTÜXb#ÑUÍ�Õ|ÍTØ¢ÉaÕ�Íaß�Ê�Ñ4ÒOÅ|Í&Û1Í�Õc×RÒBÆHÕcÉ1Ø
Éa×6×RÉ1Ç|ÆNÅ|Í�ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇcÆ«Çc×4Æ¬Ö|ÐaÍTÌ�Æ«È�ÉBÕoÌUÍ�Õ�Å|É�Ì6Í Ú ÈUÍ
θ
ß
(1.7)

Õ�Í&ÅoÙUÕ|È6ÇcÅoÑUÍ�ÇoÒBÔ�Í�Õ�ÍTÇ|Ù6ÎNÅDß
ë5�0ç2�¬ß6ÆHÅ�Æ«Ç-ÇLÏUÔ�Ô�Í&Å|Õ|Æ«ÖDÒBÎìÜ
{X|*¨ ©«ªW¬Kv¬!����¬!�5��
Ä�Å�Ô�Æ«Ó1ÑaÅ�àRÍ#Ù6Ç�ÍTØ0Ù4ÎFÅ|ÉJÕ�ÍTÖTÒBÎ¬ÎUÇ�É1Ô�Í�Õ�ÍDÇ�Ù6ÎHÅoÇ�ÒnàRÉ1Ù�Å�×=Î¬ÒBÈ4ÒnÕ�Ö&ÉUÖZÏ6Ö�Î«Æ¬Ö�ÆHÅqÏ1ßFÒBÈ6Ì�Æ«Èk×RÒnÕLÅ|Æ¬Ö�Ù`�
Î¬ÒnÕ�ÅoÑ6Í�Ø3ÒBÖZÅ�ÅoÑ=ÒDÅDß�Ù4È6Î«Æ«ÐaÍ�Å|Õ|Æ¬ÒBÈ6ÓaÎ«ÍTÇTß�ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«Ç�ÖTÒBÈ4ÈUÉBÅcÈUÍTÖ&ÍDÇ�Ç|ÒnÕ|Æ¬ÎNÏ�àRÍJÆ«È4Ç�Ö&Õ|Æ«àRÍTÌ
Æ«È Ò�Ö�Æ«Õ|Ö�ÎHÍ1Ü®¥ ÉaÕ�Í�×6Õ�ÍTÖ�Æ¬ÇLÍDÎNÏ1ß



%�¯	°D±.²�³�²m´K±¶µZ·*µZ· î ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕZÒnÎ
Æ¬Ç'è;¸1è�¹gë�è�Æ¬Ø�ÆHÅ�ÖTÒBÈ�àRÍ�Æ¬È6Ç�Ö�Õ|ÆHàRÍTÌ�Æ¬È�Ò�ÖTÆHÕ|ÖTÎHÍaÜ
º®e1ä���æ[¹«ç�òaÜ¬ò`�Fb#ÑUÍJïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ

q© ß�Æ¬Î«Î¬Ù6ÇWÅ|ÕoÒOÅ|ÍTÌ�Ý9ÆHÓ1ÙUÕ|Í]òaß1Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ�Æ¬Ç�ÑUÉ1Ô�ÉBÅ|Ñ6Í&ÅoÆ«Ö#Å|ÉÅoÑUÍJïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ4Ê�ÆNÅoÑ�Ç|Ù6Ö�Ö&ÍDÇ�Ç�ÆHÛaÍ�ÛaÍ�ÕLÅoÆ¬Ö&ÍTÇ�Ö&É�ÉaÕ|Ì6Æ¬È4ÒOÅ|ÍTÇ
(
√

3, 1)
ß
(
√

2,
√

2)
ß
(1,
√

3)ÒBÈ6Ì
(−
√

3, 1)
ß4Æ«Ç-ÖZÏ6Ö�Î«Æ¬ÖBÜ

î Ì6ÍTÔ�É1È6ÇLÅ|ÕoÒOÅ|Æ«É1È§É1ØeÅoÑUÍ�àRÍOÒBÙ�ÅoÆ«Ø3Ù6Î!»oü6å�è ê ë*¼oçB½¢¾�ü�þ�¹«çÀ¿
ý6ç|í ê ç(� ÖDÒnÈ�àRÍJØ0É1Ù6È6Ì�Æ«È�ÒBÈaÏ
ÓaÉFÉUÌuÍDÎHÍTÔ�ÍTÈaÅZÒnÕLÏuÓaÍTÉaÔ�Í&Å|ÕLÏ¸Ñ4ÒBÈ6ÌUàRÉ�ÉaÐ § Ù6Ç�Æ¬ÈUÓ ÅoÑUÍ�Ö�Î¢ÒnÇ|Ç�Æ¬ÖTÒBÎ�ÈUÉBÅZÒOÅoÆHÉ1È�Ø¢ÉaÕ§ÛaÍDÖZÅ|ÉaÕÒBÈUÓ1ÎHÍTÇTß4ÆNÅ�Ö�ÉaÔ�ÍTÇ-ÒBÇ#Ø0É1Î«Î«ÉDÊ�Ç;�
¢Á%¯O´KÂ�¯`ÃÄµZ·*µZ·AÅFÆ+ÇFÆ � äBüK½ÉÈùä ê ç]èoíDè;¸aè�¹Nëìè'ë ÿ'äBüK½�íBüJ¹Ê¸�ë ÿ�Ë

(
−−→
PQ,

−→
PS) ≡ (

−−→
RQ,

−→
RS) [π] � òaÜgö �

ÒBÈ6Ì�ÒBÎ¬ÎHÉDÊ�ÇcÅ|É�Õ�ÍDÒBÌ6Æ¬ÎNÏ�ÌUÍDÌ6Ù6Ö&Í�ÅoÑUÍ
Ì ´KÂ�´KÍ�ÍmÎZÂ2Ï¶µZ·ÑÐ[·

q
ë¢å'è;¸1è�¹gë�è'ë ÿ]äBüK½�íBüJ¹Ê¸�ë ÿ

α
äBüK½

γ
ä ê ç�å(ÒDæ1æ[¹¬ç���ç&ü=é�ä ê ¸O�

�#ç���ä ê ú¸òaÜgâJ� î Ö�Ö&ÉaÕoÌ6Æ«È6Ó Å|É«Ó#ÍTÔ�ÒnÕ�ÐuòaÜNó�ßSÔ�ÉaÕ�É1Î«Î¢ÒnÕLÏ¸òaÜgó ÖTÒBÈ àRÍ�ÍTï�Ù6ÆNÛaÒBÎ«ÍTÈaÅoÎHÏ Í&Þ`�
×6Õ�ÍTÇ|ÇLÍTÌ�Ù6Ç�Æ¬ÈUÓ

β
ÒBÈ6Ì

δ
Æ«È4ÇWÅ|ÍDÒBÌ�É1Ø

α
ÒBÈ6Ì

γ
Ü

Ý9ÆHÓ1Ù6Õ�Í�ò��FÔ�ÏUÖTÎ«Æ¬Ö�ïFÙ4ÒBÌUÕoÆ«Î¢ÒDÅ|Í�ÕZÒnÎ
q© Ü

{X|mÕ Öq�o~Z�5×+���v�ÙØW�W�®�<~Z���0�.���o~��®��ØR�v�S���5��ÛÚ-~�ªFÜ ��~Z�0�®�v�F���ÝØW�v�®�7�5��
î È4ÒOÅoÙUÕoÒBÎ9Òn×4×6Õ�ÉFÒBÖoÑ Å|É�Ô�ÍDÇ�ÙUÕ�Í]ÅoÑUÍ�ïFÙ=ÒBÎ«ÆHÅqÏ É1Ø�ÒBÈaÏ´Ó1ÆNÛ1ÍTÈ�È6ÉaÈ���ÌUÍ�ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒOÅ|Í�Ö&É1ÈaÛ1Í&Þ
ïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ4Ö&É1È6Ç|Æ«ÇLÅoÇ�Æ¬È�ÇLÍTÍTÆ«È6Ó'ÆHÅ�ÒBÇ�Ò�×=ÒBÆHÕ�É1Ø=ÅqÊ�É'È6É1È`��ÌUÍTÓBÍDÈUÍ�ÕoÒOÅ|Í#Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�Ç|Ñ4ÒnÕ7�
Æ«ÈUÓ§É1È6Í]Ö&É1Ô�Ô�ÉaÈ�ÍTÌUÓaÍ1ß4Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ Æ¬Ç�ÒBÎ¬ÇLÉ�Ò�Ì4Æ¬ÒnÓaÉ1È4ÒBÎ
É1ØiÅoÑUÍ]ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎìÜvÞ�ÍTÈ6Ö&Í1ßeÒnÈ
Òn×6×=ÒnÕ�ÍTÈ1ÅoÎNÏ�ÓaÉ�É�Ì Æ¬ÌUÍDÒ�Ê�É1Ù6Î«Ì àRÍ'Å�É§Í�Þ6ÒBÔ�Æ¬ÈUÍ�ÅoÑ6Í]ïFÙ=ÒBÎ«ÆNÅoÆ«ÍTÇ�É1Ø�ÅoÑUÍDÇLÍ�ÅqÊcÉ�Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�ß
à4Ù�ÅJÊ�Ñ6Æ¬ÖoÑøïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏàßâá�ÍDÈUÍ�ÕoÒBÎ¬ÎNÏ�ÇL×RÍDÒnÐUÆ«ÈUÓ � Ç�Í�Í�á«òT÷Oã�Ø¢ÉaÕ�Ò�ÈUÉBÅZÒnà4Î«ÍkÍ&Þ6Ö&Í�×UÅoÆ«ÉaÈ � ßRÅoÑUÍïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�É1Ø�Ò�Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1ÎHÍkÆ«Ç�Ö&É1È6Ç|Æ«ÌUÍTÕ�ÍTÌ�Å|É§àRÍ'Éa×UÅoÆ¬Ô�ÒBÎ�ã�É1È6ÎHÏ Ø¢ÉaÕ�ÍDïFÙ6Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ¦Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�Ü
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Ô�ÍDÒBÇ|ÙUÕ�ÍTÔ�ÍDÈaÅoÇ#Ø¢ÉaÕ-ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ¬Ç#Æ¬Ç-ÈUÉBÅ-ÇLÅ|ÕoÒBÆHÓ1ÑaÅoØ0ÉaÕLÊ#ÒnÕ|Ì�Ü
º®e1ä���æ[¹«ç�òaÜNóZ��ÝiÆ«Ó1ÙUÕ�Í�ó�Æ¬Î«Î¬Ù6ÇWÅ|ÕoÒOÅ|ÍTÇ�ÅoÑUÍ�ÖTÒBÇLÍ]Ê�ÑUÍ�Õ|Í

q
Æ¬Ç�Ò�Õ|ÑUÉ1Ô]à4Ù6ÇTßeÇ|Ù6ÖoÑ ÅoÑ4ÒOÅ�ÆHÅ|Ç
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ÌUÍ Ú È4ÆNÅoÆ«ÉaÈ
ß ♦1 ÖDÒnÈ§àRÍ�Ì6ÍTÖ&É1Ô�×RÉ1Ç�ÍTÌ�ÍDÆNÅoÑUÍ�ÕcÆ«È1Å|É'ÅqÊ�É]ÍTï�Ù6Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ4Å|Õ|Æ¬ÒBÈ6ÓaÎ«ÍTÇ�ÉaÕ�Æ«È1Å|É'ÅqÊ�ÉÉaàUÅoÙ6ÇLÍ�Æ¬ÇLÉ1Ç|Ö&ÍTÎ«ÍTÇ�Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1ÎHÍTÇTÜ�ÄWÈ7ÅoÑ6Í§ÓaÍTÈUÍTÕoÒBÎ�Ç�ÍTÈ6ÇLÍ§É1Ø�Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«Í�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ1ßiÅoÑUÍ�Ø0ÉBÕoÔ�Í�Õ
ÖTÒBÇLÍkÆ«Ç�Ö&É1È6Ç|Æ«ÌUÍTÕ�ÍTÌ�ÒBÇ-Éa×UÅoÆ¬Ô�ÒBÎìß=Ê�Ñ6Æ«Î«Í'ÅoÑUÍkÎ¬ÒOÅ�Å|Í�Õ�Æ«Ç�Ø3ÒnÕJØ¢Õ�É1Ô ÅoÑ6Æ¬Ç�Ü#ÄWÈ ÉBÅoÑUÍ�Õ�Ê�ÉaÕ|Ì6Ç�ß
Å|Ñ6ÍJÖZÑUÉ1Æ¬Ö&ÍJÉ1Ø�Å|Ñ6ÍJ×=ÒnÕLÅoÆ«ÖTÙ6Î¬ÒnÕc×=ÒnÕLÅoÆNÅoÆ«É1È§É1Ø

q
Æ«È§ÅqÊ�ÉkÅ|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇcÑ4ÒBÇ#ÒBÈ§Í� RÍTÖZÅ#ÉDÛaÍTÕ�ÅoÑUÍ

Õ�ÍTÇ�Ù4ÎNÅoÆ¬ÈUÓ�ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ
ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÔ�ÍDÈaÅ § Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ�É1ÈUÍ'Ç�Ñ4ÒBÎ¬Î�àRÍ�ÖoÑ6É1ÇLÍTÈ�ß

Ý9Æ«Ó1ÙUÕ�Íkó`�Xb#Ñ6ÍJÅqÊ�É�×RÉ1Ç|Ç�ÆHà=ÎHÍ�Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Ù4Î¬ÒOÅoÆHÉ1È4ÇcÉ1Ø
ÅoÑ6Í�Ç|ÒBÔ�ÍJÕoÑUÉ1Ô'à4Ù4Ç ♦1 Ü
b#ÑUÍ�É1È6ÎNÏ7Ö&Í�ÕLÅZÒBÆ«È1ÅqÏ7ÒOÅ�ÅoÑ6Æ¬Ç�×RÉ1Æ«È1Å'Æ¬Ç�ÅoÑ=ÒDÅ'ÍTÆNÅoÑUÍTÕ�àRÉBÅoÑ�Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒnÕ�Ì6ÍTÖ&É1Ô�×eÉaÇ|ÆNÅoÆ«É1È6Ç
É1Ø
q
Ô]Ù6ÇLÅJàeÍ]ÅZÒnÐBÍDÈ�Æ¬ÈaÅ|É�ÒBÖTÖ&É1Ù6ÈaÅDß�ÉaÕ�ÒBÈ6ÉnÅoÑ6Í�Õ�Òn×6×4Õ�ÉFÒnÖZÑ´É1Ø�ïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ9ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏFß

Æ«È6Ì6Í�×RÍTÈ4ÌUÍTÈaÅ�Ø¢Õ�É1Ô Å|Ñ6Í�Ù6È4ÌUÍ�Õ|ÎHÏUÆ¬ÈUÓ�Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�ß4ÔkÙ6ÇWÅ-àRÍ'Ù6ÇLÍTÌ
Ü

ì íïî tñð�Áyx]À�¾9Ã;u�x�½%t#¾.x¢uòzoóyx]ÂFt
b#ÑUÍ�ÒBÆ¬ÔñÉ1Ø=ÅoÑ4Æ«Ç�ÇLÍTÖZÅoÆ«É1È�Æ¬Ç�Å�É]ÌUÍ Ú ÈUÍJÒ�×6Õ�Éa×RÍ�Õ�ÇLÍ&Å�É1È�Ê�Ñ4Æ«ÖZÑ�ÅoÑUÍJÒBÈ4ÒBÎNÏ6Ç�Æ¬Ç�ÉaØ�ïFÙ=ÒBÌUÕ|ÆÊ�
Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ9ïFÙ=ÒBÎ«ÆHÅqÏ�Ô�ÍDÒBÇ|ÙUÕ�ÍTÇ�Ê�Æ¬Î«ÎiàRÍ�Õ�ÍTÎ«Í&ÛaÒBÈaÅDÜ'ÄWÈ´×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒOÕDßeÅ|Ñ6Í�Ö&É1È4Ö&Í�×UÅ�É1Ø�ÍTïFÙ4ÆNÛaÒ��
ÎHÍTÈ4Ö&Í'Ö�Î¢ÒnÇ|Ç�Ê�Æ¬Î«Î�àRÍ'Ù6Ç�ÍTÌ�Ü

�>|7{ ôõªFÜïª®�¦öv�o¬K÷�oØW�+�0×.�S�0�%�+¬[�Ý¬!�0�®�`�O�o�
î ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕZÒnÎ1ÖDÒBÈ�àRÍ�ÇLÍ�ÍTÈ]ÒBÇ
ÍTÆHÅoÑUÍ�Õ9ÒcÓaÍ�É1Ô�Í&Å|Õ|Æ¬Ö�ÉaÕiÒBÈ'ÒBÈ4ÒBÎHÏFÅoÆ«Ö�Éaà¦øqÍDÖZÅDÜ î ÎHÅ|Ñ6É1ÙUÓ1Ñ
Å|Ñ6Í�Ø¢ÉaÕ|Ô�ÍTÕ]Æ¬Ç]Ö&Í�ÕLÅZÒBÆ¬È6ÎNÏ Ô�ÉaÕ�Í§Æ¬ÈaÅoÙ6ÆHÅoÆNÛ1ÍaßiÅoÑUÍ�Î¢ÒOÅLÅ|Í�Õ�ÒBÎ«Î«ÉDÊ�Ç�ÅoÑUÍ�Ù4ÇLÍ§É1ØcÖTÒBÎ«ÖTÙ6Î«Ù4Ç�Å|É
×RÍ�Õ|Ø¢ÉaÕ|Ô ÒBÈ¸ÒBÈ4ÒBÎNÏ6Ç�Æ¬Ç�É1Ø�ïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ#ïFÙ=ÒBÎ«ÆHÅqÏ"Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÇ�Ü î Ö�ÉaÈ4Ç�Æ¬ÇWÅ|ÍTÈaÅ�ÒBÈ4ÒBÎNÏ�ÅoÆ«Ö
Õ�Í�×6Õ�ÍDÇLÍTÈ1ÅZÒDÅoÆ«É1È�É1Ø�ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«Ç�Æ«Ç�É1ÈUÍ-ÅoÑ4ÒOÅcÆ«Ç�à=Æ øWÍTÖZÅoÆNÛ1Í�Ê�ÆNÅoÑ�ÅoÑ6Í�ÇLÍ&Å�É1ØeÓaÍ�É1Ô�Í�Å�ÕoÆ«Ö
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Þ-ÍDÈ6Ö&ÍaßRÆHÅ�Æ¬Ç�Ô�ÉaÕ�Í]Ç�Ù6ÆHÅZÒnà4ÎHÍ�Å|É§Ù4ÇLÍkÒBÈ´ÒBÈ4ÒBÎNÏ�Å|Æ¬ÖTÒBÎ¦Õ�Í�×6Õ�ÍDÇLÍTÈ1ÅZÒDÅoÆ«É1È�É1Ø9ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«ÇTß
ÙU×�Å�É�Ñ6ÉaÔ�ÉBÅ|Ñ6ÍTÖZÏ1Ü
ù�ï�Ù4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ ÙU× Å|ÉøÑUÉ1Ô�ÉBÅoÑUÍTÖ&Ï Æ«Ç�ÒBÈ ÍTï�Ù6ÆNÛaÒBÎ«ÍTÈ6Ö&Í�ÖTÎ¬ÒBÇ�ÇTß�Æ¬ÈùÅoÑUÍ�ÇLÅ�ÕoÆ«ÖZÅ�Ô�ÒOÅoÑUÍTÔ§ÒOÅ|Æ¬ÖTÒBÎ
ÇLÍTÈ4ÇLÍ��cÕ�Í;¡6Í�ÞUÆNÛ1Íaß�ÇWÏ6Ô�Ô�Í�Å|Õ|Æ«ÖTÒBÎiÒBÈ6Ì�Å|ÕoÒBÈ6Ç�ÆHÅoÆNÛ1ÍaÜ+b#Ñ6Í�Õ�ÍTØ¢ÉaÕ�Í1ßRÆHÅ�ÒnÎ¬ÎHÉDÊ�Ç-ÅoÑUÍkÌ6Í Ú È6ÆHÅoÆHÉ1È
É1ØUÍTï�Ù6ÆHÛBÒBÎ«ÍTÈ6Ö&Í#Ö�Î¬ÒBÇ|ÇLÍTÇiÉ1Ø6ïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«Ç § Æ¬È]×=ÒnÕLÅoÆ«Ö�Ù4Î¬ÒnÕTß1ÒnÈ1Ï]ïFÙ4ÒBÌUÕoÆ«Î¢ÒDÅ|ÍTÕoÒBÎ q àRÍTÎHÉ1È6ÓaÇÅ�É�É1ÈUÍ�ÒnÈ4Ì�É1È6ÎHÏ�É1ÈUÍ�ÍTïFÙ4ÆNÛaÒBÎHÍDÈ6Ö&Í�Ö�Î¬ÒBÇ|Ç�ßBÒBÈ6Ì�ÅoÑ6Æ«Ç�ÖTÎ¬ÒBÇ�Ç�Æ«Ç
ÅoÑUÍ�ÇLÍ�Å�É1ØUÒBÎ¬Î1ïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«Ç
Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ�ÒnÕ�ÍcÑUÉ1Ô�ÉBÅoÑUÍ�Å|Æ¬Ö�Å|É

q
ÜiÄWÈ�ÒnÌ4Ì6ÆHÅ|Æ«É1È�ß1ÒBÈaÏ]ÍTï�Ù6ÆNÛaÒBÎHÍDÈ6Ö&Í#Ö�Î¢ÒBÇ�Ç9ÖTÒBÈ]àRÍ�Õ�ÍT×6Õ�ÍTÇ�ÍTÈaÅ|ÍTÌ

à1Ï�É1È6Í'É1ØiÆHÅoÇ-ÍTÎHÍDÔ�ÍTÈ1ÅoÇ�ß�ç2�gþO�¬ß6ÅoÑUÍ'É1È6ÎHÏ�ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ�Ê�ÆHÅoÑ�Ù4È6ÆNÅZÒnÕLÏ ÇLÍTÔ�ÆH×RÍ�ÕoÆ«Ô�Í�Å�ÍTÕTß



ÒBÇ§Æ«Î¬Î«Ù6ÇLÅ|ÕoÒOÅ�ÍDÌuàFÏuÝ9Æ«Ó1ÙUÕ�Í�âUÜðÄWÈuÉBÅoÑUÍTÕ�ÊcÉBÕoÌ6Ç�ß#Ö&É1È6Ç|Æ«ÌUÍTÕ|Æ«ÈUÓ ÉaÈ4ÎNÏ"Å|Ñ6Í´ÇLÍ&Å�É1ØJÇ|Ù6ÖoÑ
ïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ«Ç�Æ«Ç�Ç�Ù���Ö�Æ«ÍTÈ1Å�Ø¢ÉaÕ�ïFÙ=ÒBÎ«ÆHÅqÏuÔ�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�Í�ÒnÈ=ÒBÎNÏ6Ç�Æ«ÇTß#Ç�Æ¬È6Ö&Í Å|Ñ6ÍTÇLÍ´Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÇ
Ô]Ù6ÇLÅ�àRÍ�Æ«È1ÛaÒOÕoÆ¬ÒBÈaÅcÅ�É�Ç|ÖTÒBÎ«Æ¬ÈUÓ4ÜXb#Ñ4Æ«Ç�Ç�Í&ÅDßFÊ�Ñ6Æ¬ÖoÑ�Æ«ÇcÆ«È�Ø3ÒBÖZÅ�ÅoÑUÍJÇ�Í&ÅcÉ1Ø¦ÒBÎ¬Î=ÍDïFÙ6ÆHÛBÒBÎ«ÍTÈ6Ö�Í
Ö�Î¬ÒBÇ|ÇLÍTÇ-únß4Æ¬Ç#Ç|Æ«Ô�×=ÎNÏ�ÌUÍTÈ6ÉnÅ|ÍDÌ�ÒBÇ

Q1
Ü

Ý9ÆHÓ1ÙUÕ�Íøâ��«ù�ïFÙ=ÒnÎ¬ÆNÅqÏ�ÙU×¸Å�É ÑUÉ1Ô�ÉBÅoÑUÍTÖ&Ï[�´ÅoÑUÍ�Ù6È6Æ¬ïFÙUÍ�ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ#Ê�ÆHÅoÑ¸Ù4È6ÆNÅZÒnÕLÏ
ÇLÍTÔ�ÆH×RÍ�ÕoÆ«Ô�Í�Å�ÍTÕcÕ|Í�×6Õ�ÍTÇ�ÍTÈaÅoÇcÅ|Ñ6Í�ÍDÈaÅoÆHÕ�Í'ÑUÉ1Ô�ÉBÅoÑUÍDÖZÏ�Ö�Î¢ÒBÇ�Ç�Ü

�>|5� ûq�v�S�5R�¦��¬ü¬Jöv�®~��X¬K�`�o~Z�0ý��D�¦�0ªF�
p�Æ«È4Ö&Í-ÒnÈ1Ï'ÍDÌUÓaÍcÎ«ÍTÈUÓBÅoÑ]É1ØRÒ�È6É1È`��ÌUÍ�ÓaÍDÈUÍ�ÕoÒOÅ|Ícï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ

q
Æ«Ç�ÇWÅ|Õ|Æ¬ÖZÅoÎNÏkÇ�Ô§ÒnÎ¬ÎHÍTÕiÅ|Ñ=ÒBÈ

ÅoÑUÍ�Ç|Ù6Ô É1Ø
ÅoÑ6ÍJÅoÑUÕ�Í�Í�ÉBÅoÑUÍ�Õ#É1ÈUÍDÇ�ß4ÆNÅ�Ø0ÉaÎ¬ÎHÉDÊ�ÇcÅoÑ4ÒOÅ

p

a
=
a+ b+ c+ d

2a
=

1

2
+
b+ c+ d

2a
>

1

2
+

a

2a
= 1 � ó�Ü«ò �

ÒBÈ6Ì�ßFØ0ÉaÕ�ÅoÑUÍ�Ç|ÒBÔ�Í#Õ�ÍDÒBÇLÉ1È6ÇTß p
b > 1

ß p
c > 1

ÒBÈ4Ì p
d > 1

ÜDÞ�ÍTÈ6Ö&Í1ßFÌUÍTÈUÉBÅoÆ¬ÈUÓ]ÒBÇ
x
ß
y
ÒBÈ6Ì

z
ÅoÑ6Í'ÕoÒOÅoÆ«ÉaÇ�àRÍ&ÅqÊ�Í�ÍDÈ�ÅoÑ6Õ�Í�Í'ÍTÌ6ÓaÍ]Î«ÍTÈUÓBÅoÑ6Ç-Å|É�Å|Ñ6Í]Ç�ÍTÔ�Æ«×RÍ�Õ|Æ¬Ô�Í&Å|Í�Õ�É1Ø

q
ß�ç2�NþO�«ß

x = a
p

ß

y = b
p

ÒBÈ6Ì
z = c

p

ß4ÆHÅ�Æ«Ç-Ö�Î«ÍDÒnÕcÅoÑ4ÒOÅ
x < 1

ß
y < 1

ÒBÈ6Ì
z < 1

Ü�ÄWÈ ÒnÌ4Ì6ÆNÅoÆ«É1È�ß

x+ y + z =
a+ b+ c

p
=

2p− d
p

= 2− d

p
, � ó�Ügó �

Ê�ÑUÍTÈ6Ö�Í
1 < x+ y + z < 2 � ó�Ügâ �

ÒBÈ6Ì

0 < 2− x− y − z =
d

p
< 1. � ó�Ü � �

Þ�ÍTÈ6Ö&Íaß�É1È´ÅoÑUÍ�É1ÈUÍ�Ñ4ÒBÈ6Ì�ßeÅoÑ6Í�ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ
q1
Ê�ÆNÅoÑøÖ&É1È6Ç�ÍTÖ�ÙUÅ|ÆHÛaÍ�ÍDÌUÓaÍ�Î«ÍTÈUÓBÅoÑ6Ç

x
ß

y
ß
z
ÒBÈ6Ì
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ÇLÍTÔ�ÆH×RÍ�ÕoÆ«Ô�Í�Å�ÍTÕcÆ¬Ç�ÉaàFÛUÆHÉ1Ù4Ç�ÎHÏ�Ù4È6ÆNÅZÒnÕLÏ§ÅoÑFÙ6Ç
q1 ∈ Q1

Ü9ÄWÈ�ÉBÅoÑUÍTÕ�Ê�ÉaÕ|Ì6Ç�ß
q1
Æ¬Ç�ÅoÑUÍ�Ö�Î¬ÒBÇ|Ç

Õ�Í�×6Õ�ÍDÇLÍTÈ1ÅZÒDÅoÆHÛaÍ�É1Ø
q
ßUÉ1È�Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ�Ô�ÍOÒBÇ�ÙUÕ�Í'ÒBÈ=ÒBÎNÏUÇ|Æ«Ç-Ç�Ñ=ÒBÎ«Î�àRÍ�×eÍ�Õ|Ø¢ÉaÕ|Ô�ÍTÌ�Ü

�-ÉOÊ'ß6ÅoÑUÍ'Ð�È6ÉDÊ�ÎHÍTÌ6ÓBÍ]ÉaØ�ÅoÑUÍ]Ø0É1ÙUÕ-ÍTÌ6ÓaÍ'Î«ÍTÈUÓBÅoÑ6Ç-É1Ø�Ò�ïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ¦Æ«Ç�ÈUÉBÅJÇ�Ù���ÖTÆHÍTÈ1Å
Å�ÉøÌ6Í&Å|Í�Õ|Ô�Æ¬ÈUÍ�ÆHÅoÇkÇ�Ñ=Òn×RÍ � ÜøÝ4ÉaÕkÍ&Þ6ÒBÔ�×4ÎHÍ1ß�Ð�ÈUÉDÊ�Æ¬ÈUÓ�Å|Ñ=ÒOÅ�Ò´ïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ�Ñ4ÒBÇkØ0É1ÙUÕ
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& ·ÑÐ[·*µ $<Î¦Â�ÎJÍ�Ím¯�Ím´('JÂ�ÎJÃ
) àFÛUÆHÉ1Ù4Ç�ÎHÏ1ß6Æ¬Ø

q
Æ¬Ç#Ò]×RÒOÕZÒnÎ¬ÎHÍDÎHÉaÓaÕoÒBÔ�ß�ÅoÑUÍTÈ�ÍDÆNÅoÑUÍ�Õ

τ = b
a

ÉaÕ
τ = a

b

Ü9ÄWÈ�×=ÒnÕLÅoÆ«Ö�Ù4Î¬ÒnÕTß
τ
Æ«Ç�Ö&É1Ô�×=ÎHÍ&Å|ÍTÎHÏ�Æ«È4ÌUÍ�×RÍTÈ4ÌUÍTÈ1Å�É1ØJÅ|Ñ6ÍøÒBÈ6Ó1ÎHÍTÇ�É1Ø

q
ß#Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑðÆ«Ç�ÈUÉBÅ�Å|Ñ6Í�ÖDÒBÇLÍ´Ê�ÑUÍTÈ

Ö&É1È6Ç�Æ¬ÌUÍ�ÕoÆ«ÈUÓ ÅoÑUÍ§ÍTÌUÓaÍ§ÕoÒOÅoÆHÉ É1Ø#Ò�Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1ÎHÍaÜ�ÄWÈaÅoÙ6ÆHÅoÆNÛ1ÍTÎHÏ1ßiÅoÑUÍ�àRÍDÑ4Ò�ÛUÆ«ÉaÕ]É1Ø
τ
ÖTÒBÈ7àRÍ

ÇLÍ�ÍDÈ¸ÒnÇ�É1ÈUÍ��qÌ6Æ«Ô�ÍTÈ6Ç|ÆHÉ1È4ÒBÎ�ß�Ê�ÆHÅ|Ñ"Õ|ÍTÇL×RÍDÖZÅ�Å|ÉøÅoÑUÍ Ø0ÉaÙ6Õ�Ì4Æ«Ô�ÍDÈ6Ç�Æ«É1È6Ç�É1Ø
Q1
Ü b#Ñ6Æ¬Ç�Æ«Ç

Ê�ÑaÏùÆHÅkÑ=ÒnÇ'àRÍ�ÍDÈ7×4Õ�Éa×RÉ1ÇLÍTÌ Ø¢ÉaÕkÇL×RÍTÖTÆ Ú Ö�ÓaÍ�É1Ô�Í&Å|Õ|ÆHÍTÇTßiÆ¬Èù×=ÒnÕLÅoÆ«ÖTÙ6Î¬ÒnÕkØ¢ÉaÕ]Õ�ÍTÖZÅZÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ;�
Æ«È Å�ÍTÕ|Ô�ÇkÉ1Ø-ÑUÉ1Ô�ÉBÅoÑUÍTÖ&Ï ÍTïFÙ4ÆNÛaÒBÎHÍTÈ4Ö&Í�Ö�Î¢ÒnÇ|ÇLÍTÇTß�ÅoÑUÍ&Ï ÒnÕ�Í�Ö&É1Ô�×=ÎHÍ&Å|ÍTÎHÏ ÖoÑ4ÒnÕoÒBÖZÅ|Í�Õ|Æ ��ÍTÌ
à1Ï ÅoÑUÍTÆ«ÕJÎ«ÍTÈUÓBÅoÑ Å|É�Ê�Æ«Ì�ÅoÑ´ÕoÒOÅoÆ«É4ß9ë*�3ç2�¬ßRàFÏ

τ
Üc¥´Æ¬È6Æ«Ô§ÒBÎiØ¢ÉaÕ�ÒBÈ6Ì´É1È6ÎHÏ´Ø0ÉaÕJÇ|ïFÙ=ÒOÕ|ÍTÇ�ß�ÆHÅ



Æ«È6Ö�Õ�ÍDÒBÇLÍDÇ�ÒBÈ6Ì´Å|ÍTÈ6Ì4Ç�Å|É
+∞ ÒBÇ�ÅoÑUÍkÕ�ÍDÖZÅZÒBÈUÓ1ÎHÍ�ÇWÅ|Õ�Í&ÅoÖZÑUÍTÇ�ß
Ñ6ÍTÈ6Ö&Í�ÆNÅoÇ�È4ÒBÔ�ÍaÜ¢b¦É�ÅoÑUÍ

Ö&É1ÈaÅ|ÕoÒnÕLÏ1ß
τ
Æ¬ÇkÙ6È=Ònà4ÎHÍ�Å|É�×6Õ�ÉOÛUÆ«Ì6Í�ÒBÈ1ÏùÛaÒnÎ¬Ù4Ònà4Î«Í�Ê�ÑUÍTÈ

q
Æ¬Ç�Ò´Õ|ÑUÉ1Ô'à=Ù6Ç;��ÍTÆHÅ|Ñ6Í�Õ�ÆHÅ

Æ«Ç'Ç�ï�Ù4ÒnÕ�Í�ÉaÕ�ÛaÍ�ÕLÏ«¡RÒOÅLÅ|ÍTÈ6ÍTÌ�ß¦Ê�ÆNÅoÑ
θ
ÒBÇ'Ö�ÎHÉ1Ç�Í�Å|É

0
ÒBÇ�Ì6ÍTÇ�Æ«Õ�ÍTÌ�ßiÆNÅ]Æ¬Ç'Ö&É1È6Ç|Æ«ÌUÍTÕ�ÍTÌ ÒnÇ

Éa×UÅoÆ«Ô�ÒBÎ�à1Ï
τ
Ü

& ·ÑÐ[·ÑÐ FÂ�²mÎZ±*'KÍm¯,+%¯-'J¯�±o¯OÂ�Î�.�Ï
ÄWØ
q
ÌUÍ�ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒOÅ|ÍTÇ¦Å|ÉDÊ#ÒnÕ|Ì4Ç9Ò#Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1ÎHÍ

t
ßnÅ|Ñ6Í�ÅqÊ�ÉJØ0É1Î«Î«ÉDÊ�Æ«ÈUÓ�Ì6Æ  RÍ�Õ�ÍDÈaÅ�ÖDÒnÇ�ÍTÇ9Ô�Ò�Ï�ÉUÖ�ÖTÙUÕ��

ÆìÜ-Æ«Ø�ÅqÊ�É�ÛaÍTÕLÅ|Æ¬Ö&ÍTÇJÅ|ÍTÈ6Ì�Å�É�Ô�Í�Õ�ÓaÍaßeÅoÑ6ÍTÈ |q|0
Å|ÍTÈ4Ì6Ç�Å|É

0
Ü b#ÑUÍ�Õ�ÍTÉBÕ|Íaß

τ
Ì4ÆNÛ1Í�Õ�ÓaÍTÇ

Å|É
+∞ §

Æ«Æ�Ü#ÉBÅoÑUÍ�ÕLÊ�Æ¬ÇLÍaß=Æ«Ø�Å|Ñ6Í�Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«Í'ÌUÍ�ÓaÍDÈUÍ�ÕoÒBÖZÏ�É�ÖTÖ�ÙUÕ|ÇcÊ�ÆHÅ|Ñ ÈUÉ�ÍTÌUÓaÍ'ÎHÍDÈUÓBÅoÑ6ÇcÅ|ÍTÈ4Ì6Æ«È6Ó
Å|É

0
ß�ÅoÑUÍTÈ |q|0

Å|ÍTÈ4Ì6Ç�Å�É Ò ÈUÉ1È`�5��ÍTÕ�ÉùÛaÒBÎ«Ù6Í Ê�Ñ6Æ«Î«Í |q|∞ Õ�ÍTÔ§ÒnÆ¬È6Ç§àRÉ1Ù6È6ÌUÍDÌ�ß
×6Õ�Í&Û1ÍTÈ1ÅoÆ«ÈUÓ

τ
Ø¢Õ�É1Ô ÌUÍTÓBÍDÈUÍ�ÕoÒOÅoÆ¬ÈUÓ4Ü

ÄWÈ�ÒBÌ6Ì6ÆHÅ|Æ«É1È�ß�Ò§Ö&É1È1Å|Æ¬ÈFÙ=ÒOÅ|Æ«É1È É1Ø
τ
Å�É§ÅoÑUÍ]ÍTÌUÓaÍ]ÕoÒOÅoÆ«É§É1ØiÅoÑUÍ'Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1ÎHÍ]ÉUÖ�Ö�ÙUÕoÇ-É1È4ÎNÏ´Æ«Ø

|q|0
ÒBÈ6Ì |q|∞

Õ�ÍTÔ�ÒBÆ¬È�Ù6È4ÖoÑ4ÒBÈUÓaÍTÌ
ßUÊ�ÑUÍTÈ�øWÙ4Ô�×4Æ¬ÈUÓ�Ø¢Õ�É1Ô
q
Å�É
t
Ü

Ô�ÎHÍDÒnÕ|ÎHÏ1ß�ÈUÍTÆHÅ|Ñ6Í�Õ�ÅoÑUÍ�ÒBÇWÏ6Ô�×UÅ|ÉBÅoÆ«Ö-ÈUÉaÕ�Í&ÞFÅ|Õ�ÍDÔ�ÒBÎ6×6Õ�Éa×RÍ�ÕLÅoÆ«ÍTÇ�É1Ø
q
Ö&ÉaÕ�Õ�ÍTÇ�×RÉ1È6Ì�Å�É�Ê�Ñ4ÒOÅ

Æ«Ç�Í&ÞU×RÍTÖZÅ|ÍTÌ§Ø0Õ�É1Ô Ò'ïFÙ4ÒBÌUÕoÆ«Î¢ÒDÅ|ÍTÕoÒBÎ=ïFÙ=ÒnÎ¬ÆNÅqÏ§Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍaÜDÞ�ÉDÊ�Í�ÛaÍ�ÕDß�ÆNÅ�Æ¬Ç�ÒJÛ1Í�ÕLÏ�Æ¬ÈaÅoÙ6ÆHÅoÆNÛ1Í
Ì6Æ«Ô�ÍTÈ6Ç|ÆHÉ1È�É1Ø
ÅoÑ6Í'ïFÙ4ÒBÌUÕoÆ«Î¢ÒDÅ|Í�ÕZÒnÎ
Ç�×=ÒBÖ&Íaß6Å|Ñ�Ù6Ç-Ù6Ç�ÍTØ0Ù4Î
Ø¢ÉaÕ-Í&Þ6ÒBÔ�Æ¬È6Æ¬ÈUÓ�Å|Ñ6Í�àRÍDÑ4Ò�ÛUÆ«ÉaÕ#É1Ø
Ç�Ù6ÖZÑ�Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÇ�Ü
�#ç���ä ê ú7âUÜNóZ�<b#ÑUÍ�ÍTÌUÓaÍ�ÕoÒOÅoÆHÉ ÒBÎ¬ÇLÉ�×6Õ�ÉDÛ6Æ«Ì6ÍTÇ'Ò§Å|Õ|Æ¬ÒBÈ6Ó1ÎHÍ�ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ7Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�Íaß
Éa×UÅoÆ«Ô§ÒnÎ
É1È6ÎNÏ§Ø0ÉaÕ�ÍTï�Ù6Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ4Å|Õ|Æ¬ÒBÈ6Ó1ÎHÍTÇTÜ9Ä�ÅcÑ4ÒBÇ�Å|Ñ6Í�ÉaÕ|Æ«Ó1Æ«È4ÒBÎ=×6Õ|ÉB×eÍ�ÕLÅqÏ�É1Ø
ÒBÖ�Ö�Í�×UÅoÆ«È6ÓA¡=ÒOÅ�Å|ÍTÈUÍDÌ
ÍTÎHÍDÔ�ÍTÈ1Å|ÇTßUà=Ù�Å�È6ÉnÅ�ÈUÍTÍTÌ6Î«ÍTÇ-Ø¢ÉaÕcÊ�Ñ4Æ«ÖoÑ�ÆHÅ�Ì6ÆHÛaÍTÕ�ÓaÍTÇ�ÜFp�Í�Í�á«òT÷nã�Ø¢ÉaÕ-ÌUÍ�ÅoÒBÆ¬Î«ÇTÜ
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pFÐaÍ&Ê�ÈUÍTÇ|Ç�ÌUÉ�ÍTÇ�ÈUÉBÅ�Ç�Í�ÍTÔñÅ|É]Ñ=Ò�ÛaÍ�àRÍTÍTÈ�×6Õ�Éa×RÍ�ÕoÎNÏ�ÌUÍ Ú ÈUÍTÌ�Æ«È�Ò�ÓaÍTÈUÍTÕoÒBÎ=Ö&É1ÈaÅ|Í&Þ�ÅDÜ%gùÍ
×6Õ�Éa×RÉ1ÇLÍJÅoÑ6Í�Ø¢É1Î¬ÎHÉDÊ�Æ¬ÈUÓ§ÌUÍ Ú È4ÆNÅoÆHÉ1È!�

σ =
1

1−
∣∣1− 2θ

π

∣∣ . � �4Ü«ò �
î ÇJÔ�ÍTÈaÅoÆ«ÉaÈ6ÍTÌ�Æ«È Ó#ÍDÔ�ÒnÕ�ÐùòaÜgó�ßRÅoÑUÍ]ÅqÊ�É�×RÉ1Ç|Ç�Æ«à4ÎHÍ]ÛaÒBÎ¬ÙUÍTÇ�É1Ø

θ
ß
θ1
ÒnÈ4Ì

θ2
ß
ÒnÕ�Í�Ç�ÙU×¦�

×4ÎHÍDÔ�ÍTÈ1ÅoÒnÕLÏ�ÅoÑFÙ4Ç

∣∣∣∣1−
2θ1

π

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1−
2(π − θ2)

π

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣−1 +
2θ2

π

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1−
2θ2

π

∣∣∣∣ , � �4Ügó �
Ø¢Õ�É1ÔËÊ�Ñ6Æ«ÖZÑ'ÆNÅ9Ø¢É1Î¬ÎHÉDÊ�Ç
ÅoÑ=ÒDÅ

σ
Æ«Ç�Æ¬È6ÌUÍ�×RÍDÈ6ÌUÍTÈ1Å9Ø¢Õ|ÉaÔËÅoÑUÍ�×=ÒnÕLÅoÆ«ÖTÙ6Î¬ÒnÕiÖoÑ6É1Æ«Ö&Í�ÉaØ�ÍDÆNÅoÑUÍ�Õ

θ1ÉaÕ
θ2
Ø0ÉBÕ

θ
Ü®¥´ÉaÕ�Í�×6Õ�ÍTÖTÆ«ÇLÍDÎNÏ1ß

σ
Æ¬Ç#ÇLÏUÔ�Ô�Í&Å|Õ|Æ¬ÖTÒBÎRÊ�ÆHÅ|Ñ�Õ�ÍTÇ�×RÍTÖZÅ#Å|É π

2

Ü



Õv|7{ ����������� �!�
f�Ï�ÌUÍ Ú È6ÆNÅoÆ«É1È�ß6É1È6Í�Ñ4ÒBÇ

0 < θ < π ⇐⇒ 0 <
2θ

π
< 2 � �4Ü â �

⇐⇒ −1 < 1− 2θ

π
< 1 � �4Ü � �

⇐⇒ 0 ≤
∣∣∣∣1−

2θ

π

∣∣∣∣ < 1 � �4Ügô �
⇐⇒ 0 < 1−

∣∣∣∣1−
2θ

π

∣∣∣∣ ≤ 1 � �4Ü õ �
⇐⇒ σ ≥ 1. � �4Ü � �

ÄWÈ�ÒBÌ6Ì4ÆNÅoÆHÉ1È
ß

σ = 1 ⇐⇒ 1−
∣∣∣∣1−

2θ

π

∣∣∣∣ = 1 � �4Ü ö �
⇐⇒

∣∣∣∣1−
2θ

π

∣∣∣∣ = 0 � �4Ü d �
⇐⇒ θ =

π

2
, � �4Ü¬ò�÷ �

ÅoÑFÙ6Ç
σ
Õ|ÍDÒBÖoÑUÍDÇ9ÆHÅoÇ�Ù6È6Æ¬ïFÙ6Í-ÒBÈ6Ì�ÇWÅ|Õ|Æ¬ÖZÅv�kë3ü4ëÑ��Ò`�¸Ê�ÑUÍDÈ

θ = π
2 § Æ«ÈkÉBÅoÑUÍ�Õ9Ê�ÉaÕ|Ì4Ç�ßaÙ4Ç�Æ¬ÈUÓÔ�ÉaÕ�É1Î«Î¢ÒOÕ�Ï�òaÜNó�ß6Ø0ÉaÕ-ÖZÏUÖTÎ«Æ«Ö'ïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ«ÇTÜ

î ÎNÅoÑUÉ1ÙUÓ1Ñ¸Ç�ï�Ù4ÒnÕ�ÍTÇ�ÒBÈ6Ì�ß#Ô�ÉaÕ�Í�ÓaÍTÈUÍTÕoÒBÎ«ÎHÏ1ß�Õ�ÍDÖZÅZÒBÈUÓ1ÎHÍTÇTß#ÒnÕ�Í Ö&ÏUÖ�Î¬Æ«Öaß�ÅoÑUÍ´Ö&É1È1ÛaÍ�ÕoÇLÍ´Æ«Ç
Éaà1ÛUÆ«É1Ù6Ç|ÎNÏ�Ù6ÈaÅ|Õ|ÙUÍ1ÜiÄWÈ�×=ÒnÕLÅoÆ«ÖTÙ6Î¬ÒnÕTßaÅoÑUÍ-ïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ

q© ß1Æ«È1Å|Õ�ÉUÌ6Ù6Ö&ÍDÌ�Æ«ÈÉù�Þ4ÒBÔ�×4Î«Í�òaÜ¬òÒBÈ6ÌðÆ¬Î«Î¬Ù6ÇLÅ�ÕZÒDÅ|ÍDÌðÝ9Æ«Ó1ÙUÕ�ÍuòaßJÆ«Ç�Ö&É1È6Ç|Æ«Ì6Í�Õ�ÍTÌ(ÒBÇ�Éa×6Å|Æ¬Ô�ÒBÎJà1Ï
σ
ß�ÒBÈ6ÌËÖ&É1Ù6Î«ÌðÍ�ÛaÍTÈðàRÍ

¡=ÒOÅ�Å|ÍTÈUÍTÌ ÒBÇ#Ô]Ù4ÖoÑ�ÒBÇ-ÌUÍTÇ|ÆHÕ�ÍDÌ�ß6×6Õ�ÉDÛ6Æ«Ì6ÍTÌ�ÆNÅoÇ-Ø¢É1ÙUÕcÛ1Í�ÕLÅoÆ¬Ö&ÍTÇ#Õ�ÍTÔ�ÒBÆ¬È�Ö&ÉUÖZÏ6Ö�Î¬Æ«ÖBÜ
Õv|5� û �	+Ü��v�`ªX�¦��¬%$c�%öv��×+�0ªF~
Ä�Å§Æ¬Ç�ÖTÎHÍDÒnÕ�ÅoÑ4ÒOÅ

σ
ÇWÅ|Õ|Æ¬ÖZÅoÎNÏuÌUÍTÖ&Õ�ÍOÒBÇLÍTÇ � Õ�ÍTÇL×¦Ü¸Æ«È6Ö�Õ�ÍDÒBÇLÍDÇ � É1È ]0, π2 ] � Õ�ÍTÇL×¦Ü [π2 , π[ �(§Ô�ÉaÕ�Í�ÉDÛ1Í�ÕTß

lim
θ→0+

1

1−
∣∣1− 2θ

π

∣∣ = lim
θ→π−

1

1−
∣∣1− 2θ

π

∣∣ = +∞, � �4Ü«òaò �
Ç�Æ¬È6Ö&Í

σ(θ) = π
2θ

( Õ|ÍTÇL×¦Ü π
2(π−θ)

) Ê�Ñ6ÍTÈ
θ → 0+ � Õ�ÍTÇ�×
Ü θ → π− � ÜÝ9ÆHÓ1ÙUÕ�Í-ô#Õ�Í�×6Õ�ÍDÇLÍTÈ1ÅoÇ¦ÅoÑUÍ�ÓaÕoÒn×4Ñ]ÉaØ4ÇLÐaÍ&Ê�ÈUÍTÇ|Ç�5Tå��¦Å|ÉaÕ|Ç�Æ«É1È�Ü.b#ÑUÍ�×6Õ|Í&ÛUÆ«É1Ù6Ç�ÎHÏ]Ô�ÍTÈ1ÅoÆHÉ1ÈUÍTÌ

ÇWÏ6Ô�Ô�Í&Å|ÕLÏ�É1Ø
σ
Õ�ÍTÇ�Ù4ÎNÅoÇiÆ¬ÈkÒ�ÇLÏUÔ�Ô�Í&Å|Õ|Æ«Ö�ÓaÕoÒn×4Ñ�ßaÒBÈ4Ì�ÅoÑUÍ�Ø3ÒBÖ&Å�ÅoÑ4ÒOÅiÅoÑUÍcÒnà=ÇLÉ1Î«ÙUÅ�Í�ÛBÒBÎ¬ÙUÍ

Æ«Ç-ÈUÉBÅ C1 Æ«È 0
Õ�ÍDÇ�Ù6ÎHÅoÇ#Æ¬È�Ò�Ç|ÒBÎ¬ÆHÍDÈaÅ-×RÉ1Æ¬ÈaÅ76JÊ�ÑUÍDÈ

θ = π
2

Ü
Ó#ÍTÖ&ÅoÒBÈ6ÓaÎ«ÍTÇ�ÒnÕ�Í�É1È4ÎNÏ Òk×=ÒnÕLÅoÆ«ÖTÙ6Î¬ÒnÕ�ÖTÒBÇLÍ�É1ØiÆ«È4Ç�Ö&Õ|Æ«àRÍTÌ�ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ¬Ç § ÅoÑ6Í�Õ�ÍTØ¢ÉaÕ�Í1ß=ÒBÈaÏÕ�ÍTÖZÅZÒBÈUÓ1Î«Í�Æ«Ç�Éa×UÅoÆ¬Ô�ÒBÎìßiÑUÉDÊ�Í&Û1Í�Õ]ÇWÅ|Õ�Í&ÅoÖoÑ6ÍTÌ7ÆHÅ]Æ«ÇTÜyÔ�É1ÈaÛ1Í�Õ|ÇLÍDÎNÏ1ß9ÒBÈaÏ7ÈUÉ1È���Õ�ÍTÖZÅZÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒnÕ
×=ÒnÕoÒBÎ«Î«ÍTÎ«ÉBÓaÕoÒBÔ�ßRç2�gþO�¬ß1ÒBÈaÏkÈUÉ1È���Ç�ï�Ù4ÒnÕ�ÍcÕ|ÑUÉ1Ô]à4Ù6Ç�ßaÆ¬Ç�ÈUÉBÅ�Éa×UÅoÆ¬Ô�ÒBÎ�Ø0ÉaÕ

σ
Ü�ÄWÈ�Ø3ÒBÖZÅDß

σ
ÖTÒBÈ

àRÍ�ÒBÎ«ÇLÉ´ÇLÍ�ÍDÈ ÒnÇ�É1ÈUÍ;��Ì6Æ¬Ô�ÍTÈ6Ç|ÆHÉ1È4ÒBÎ�ß�à4ÙUÅkÒBÎHÉ1È6Ó´Ò�Ì6Æ� RÍTÕ�ÍTÈaÅkÌ6Æ«Õ�ÍTÖ&Å|Æ«É1È7É1Ø
Q1
Å|Ñ=ÒBÈ

τ
Ü
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Ý9Æ«ÓaÙ6Õ�Í]ô`�Fá�ÕoÒn×=Ñ6Ç-ÒOÅ#ÅqÊ�É�Ì4Æ� RÍ�Õ�ÍDÈaÅ�Ç|ÖTÒBÎHÍDÇcÉ1Ø
σ
ÒBÇ�Ò�Ø0Ù6È6Ö&ÅoÆHÉ1È�É1Ø

θ
Ü

ÄWÈù×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕTß�Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒOÕkÌ6Í�ÓaÍTÈUÍ�ÕZÒnÖ&ÏùÆ¬Ç]ÈUÉBÅ�ÖDÒnÙ6Ó1ÑaÅkà1Ï
σ
��Æ«Øqß�Ç|Ò�Ï1ß

α → π
ÅoÑUÍDÈ�ß

ÒBÖ�Ö&ÉaÕ|Ì6Æ¬ÈUÓ�Å|É,>�Í Ú È6ÆHÅoÆHÉ1È ó�Ü¬òaß
γ
ÒBÈ6Ì�ß9Ö&É1È4ÇLÍTï�ÙUÍTÈ1Å|ÎHÏ

θ1 = α+γ
2

ß�Å|ÍTÈ6Ì ÈUÍTÆHÅoÑUÍ�Õ'Å|É
0ÈUÉaÕ

π § ÑUÍDÈ6Ö&Íaß σ Ì6ÉFÍDÇ#ÈUÉBÅ�Ì6ÆHÛaÍTÕ�ÓaÍaÜ

? � À��¢t ½�¿ Ã&¼�¾.x]À�Ã�Á�z
î Ô�É1ÈUÓ]Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1ÎHÍ�ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅoÆ«ÍTÇ�ÅoÑ4ÒOÅ#Í&ÞFÅ|ÍTÈ4Ì�È4ÒOÅoÙUÕoÒBÎ«ÎHÏ�Å|É�ï�Ù4ÒBÌUÕoÒBÎ¬ÆNÅ|Í�ÕoÒBÎ¬ÇcÆ«Ç�Å|Ñ6ÍJÖ�ÉaÔ�×=ÒnÕ7�
Æ«Ç�ÉaÈ É1Ø#ÍTÌ6ÓaÍ�ÎHÍDÈUÓBÅoÑ6Ç]Ê�ÆHÅ|Ñ"Æ«ÈUÕZÒnÌ4Æ«Ù4Ç�Ü ) Ø-Ö�É1ÙUÕ|ÇLÍ1ß�ÒBÈ1Ï Ö�ÉaÈ1ÛaÍ�Þ ïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ�Ì6ÉFÍDÇ
ÈUÉBÅ]Ñ=Ò�ÛaÍ1ßiÆ«È7ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒBÎìß9ÒBÈùÆ¬È6Ç�Ö�Õ|ÆHàRÍDÌùÖ�Æ«Õ|Ö�ÎHÍ	@�ÒBÈ4Ì�ßiÑUÍTÈ6Ö�ÍaßiÆHÅ]Ô�Æ«Ó1ÑaÅ]Ç�Í�ÍTÔ ×=ÒnÕoÒBÌ6ÉDÞUÆÊ�
ÖTÒBÎ9Å|É´ÒDÅ�Å|ÍTÔ�×UÅ�Å|É�Í&Þ�Å�ÍDÈ6ÌùÇ�Ù6ÖZÑøÍTÌ6ÓaÍ�Å|É Æ¬ÈUÕoÒBÌ6Æ¬Ù6Ç'Ö&É1Ô�×=ÒnÕ|Æ¬ÇLÉ1È4Ç�Å|É ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«ÇTÜ
Þ-ÉOÊ�Í&Û1Í�ÕTß4Æ«È�ÅoÑUÍ'ÖTÒBÇLÍ�É1Ø9Ò�ÈUÉ1È`��Ì6Í�ÓaÍTÈUÍTÕoÒOÅ�Í�Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«Í

t
ß4ÆHÅ�Ø¢É1Î«Î«ÉDÊ�Ç-Ø¢Õ�É1Ô � òaÜ â � ÅoÑ4ÒOÅ2�

pt
r

=
p2
t

At
. � ô�Ü«ò �

b#ÑUÍ�Õ�ÍTØ0ÉaÕ�ÍaßUÅoÑ6Æ¬Ç#ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ�Ô�ÍOÒnÇ|ÙUÕ�Í�ÖTÒBÈ�àRÍ�Ì4ÆHÕ�ÍTÖ&Å|ÎHÏ�Í&Þ�Å�ÍDÈ6ÌUÍTÌ�Å|É
q
�

ζ =
p2

A . � ô�Ügó �
p�Æ«Ô�Æ«Î¢ÒnÕ|Æ«ÎHÏ1ßUÅoÑUÍ�änå�æ6ç|èTéA" ê äaéìë�í�ÖDÒnÈ�àRÍ�Í&ÞFÅ|ÍTÈ4ÌUÍTÌ�Å|É q �

ι =
p|q|∞
A , � ô�Ü â �

ÒBÈ6Ì�ÅoÑUÍDÇLÍJÅqÊcÉ�Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÇ-ÒnÕ�Í�Õ|ÍTÎ¬ÒOÅ|ÍTÌB5Dëìä�ÅoÑUÍ�Ø0ÉaÎ¬ÎHÉOÊ�Æ«ÈUÓ§Æ«È6ÍTïFÙ=ÒBÎ«ÆHÅqÏ[�

ζ =
p(a+ b+ c+ d)

2A ≤ 4p|q|∞
2A = 2 ι � ôFÜ � �

Ê�ÆNÅoÑ�ÍDïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Æ«Ø9ÒBÈ6Ì�ÉaÈ4ÎNÏ�Æ¬Ø
p = 2|q|∞

ß
ë5�0ç2��Æ«Ø9ÒBÈ6Ì�ÉaÈ4ÎNÏ�Æ¬Ø
q
Æ«Ç�ÒkÕ|ÑUÉ1Ô]à4Ù6ÇTÜ

C7D ?+H ,-Q�3GM2#0/2Q� <,(?�" ?2QG" '*QG_ 4X4�E�" #*35#o" H¦,(?26<&;?�_ :<" H
α+ γ = β + δ

a



F>|7{ ����������� �!�
Ô�É1Ô'à4Æ¬È6Æ¬ÈUÓ � òaÜ � � ÒBÈ6Ì � òaÜgâ � Ó1ÆHÛaÍDÇ;�

ζ =

√
p4

(p− a)(p− b)(p− c)(p− d)− abcd cos2θ
� ô�ÜNô �

ÒBÈ6Ì�ß�ÒBÇ]Ø¢ÉaÕ'Å|Õ|Æ¬ÒBÈ6ÓaÎ«ÍTÇTß9ÆNÅ�Æ¬Ç]ÔkÙ6ÖoÑ Ô�ÉaÕ�Í§Ö�É1ÈaÛ1ÍTÈ6Æ«ÍTÈaÅ7G�Å|É Å|ÕLÏøÅ|É�Ô�Æ«È4Æ«Ô�Æ ��Í
h = 1

ζ2ÕoÒOÅoÑUÍ�ÕcÅoÑ4ÒBÈ�Å|É�Ô§ÒDÞ6Æ«Ô�Æ���Í
ζ
Ü>Ô�Î«ÍDÒnÕ|ÎNÏFß

h
Æ«Ç�Ò�Ø0Ù6È4ÖZÅoÆHÉ1È�É1Ø�É1È6ÎHÏ�ÅoÑUÍ Ú Û1Í�ÛaÒOÕoÆ¬Ònà4Î«ÍTÇ

a
ß

b
ß
c
ß
p
ÒBÈ4Ì

θ
ß4ÒBÈ4Ì�ÖTÒBÈ�àRÍ�Í�Þ�×6Õ�ÍDÇ�ÇLÍDÌ�ÒBÇ#Ø0É1Î«Î«ÉDÊ�Ç;�

h(a, b, c, p, θ) =
(p−a)(p−b)(p−c)(a+ b+ c−p)−abc(2p−a−b−c) cos2θ

p4

� ô�Ügõ �ÒBÈ6Ì�ÆHÅ�Æ«Ç�Ö�Î«ÍDÒnÕ�ÅoÑ4ÒOÅDßFØ0ÉaÕ�ÒBÈaÏ
a ∈ IR∗+

ß
h(ap ,

b
p ,

c
p , 1, θ) = h(a, b, c, p, θ)

Ü.b#Ñ4Æ«Ç�Ô�ÍDÒBÈ4Ç
ÅoÑ4ÒOÅ

h
É1È4ÎNÏ�Ì6Í�×RÍTÈ6Ì4Ç�É1È§Ø¢É1Ù6Õ�ÛaÒnÕ|Æ¢ÒOà=ÎHÍTÇTßFÓ1ÆNÛ1ÍTÈ�àFÏ�ÅoÑUÍ�ÕoÒOÅ|Æ«É1Ç�É1ØRÅoÑUÕ�Í�Í�ÍTÌUÓaÍDÇ�Î«ÍTÈUÓBÅoÑ6Ç

Å|ÉùÅoÑUÍ�ÇLÍTÔ�ÆH×RÍ�ÕoÆ«Ô�Í�Å|Í�ÕTßc×4Î¬Ù6Ç�ÅoÑUÍ Å|ÉaÕ|Ç�Æ«É1È�ÒBÈ6ÓaÎ«Í
θ
Ü(ÄWÈ¸ÉBÅoÑUÍ�Õ§Ê�ÉaÕ|Ì6ÇTß

h
Æ¬Ç�Æ«È1ÛBÒnÕ|Æ��

ÒBÈaÅJÅoÑUÕ�É1Ù6Ó1Ñ�Ñ6ÉaÔ�ÉBÅ|Ñ6ÍTÖZÏ1ß¦ÒBÇJÍ&ÞU×RÍTÖZÅ|ÍTÌ
ßeÅoÑ�Ù6Ç
ζ
Æ¬Ç�ÈUÉ1È`��Ì4Æ«Ô�ÍDÈ6Ç�Æ«É1È4ÒBÎìÜ¢gùÍkÅoÑUÍ�Õ�ÍTØ0ÉaÕ�Í

Í&Þ6ÒBÔ�Æ«ÈUÍ�ÅoÑUÍJÛaÒnÕ|Æ¬ÒOÅoÆ«É1È6Ç#É1Ø
h̃ : Q1 → IR

ßUÊ�ÑUÍ�Õ�Í

h̃(x, y, z, θ) = (1−x)(1−y)(1−z)(x+y+z−1) + xyz(x+y+z−2) cos2θ � ô�Ü � �
Ê�ÑUÉ1ÇLÍ Ú Õ|ÇWÅ-ÉaÕ|ÌUÍTÕ-ÌUÍ�Õ|ÆHÛaÒDÅoÆHÛaÍDÇ�ÒnÕ�Í��

∂h̃

∂x
(x, y, z, θ) = (2x+ y + z − 2)

(
(1− y)(1− z) + yz cos2θ

) � ô�Ügö �
∂h̃

∂y
(x, y, z, θ) = (x+ 2y + z − 2)

(
(1− x)(1− z) + xz cos2θ

) � ô�Ü d �
∂h̃

∂z
(x, y, z, θ) = (x+ y + 2z − 2)

(
(1− x)(1− y) + xy cos2θ

) � ô�Ü¬òT÷ �
∂h̃

∂θ
(x, y, z, θ) = xyz(x+ y + z − 2) sin 2t. � ô�Ü¬òBò �

î Ö�Ö&ÉaÕ|Ì6Æ¬ÈUÓøÅ|É � ó�Ügâ � ß x + y + z < 2
ß�ÑUÍTÈ6Ö�Íaß�Ç|Æ«È6Ö�Í�ÈUÉ1ÈUÍ�É1Ø

x
ß
y
ÈUÉaÕ

z
ÒnÕ�Í�È�Ù6Î«Î�ß

ÅoÑUÍ�ÇLÅZÒDÅoÆ«É1È4ÒnÕLÏO��×RÉ1Æ«È1Å�Ö&É1È6Ì6ÆHÅoÆHÉ1È³Æ¬Ô�×4Î¬ÆHÍDÇ§Å|Ñ=ÒOÅ
2θ ∈ πZZ

ÅoÑ�Ù6Ç�ß�Ç|Æ«È6Ö�Í
2θ ∈ ] 0, π[

ß
ÈUÍTÖ&ÍDÇ�Ç|ÒnÕ|Æ¬ÎNÏ

θ = π
2

Ü®Þ�ÍTÈ6Ö&Íaß
(x, y, z, π2 )

Æ«Ç�Ò�ÇWÅZÒOÅoÆHÉ1È=ÒOÕ�ÏO��×RÉ1Æ¬ÈaÅ�Æ¬ØiÒBÈ4Ì�É1È6ÎHÏ�Æ«Ø




(2x+ y + z − 2)(1− y)(1− z) = 0
(x+ 2y + z − 2)(1− x)(1− z) = 0
(x+ y + 2z − 2)(1− x)(1− y) = 0

� ô�Ü¬òOó �
Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ�Æ«Ç#ÍTï�Ù6ÆNÛaÒBÎHÍDÈaÅDß=Ç�Æ«È4Ö&Í'ÈUÍTÆHÅ|Ñ6Í�Õ

x
ÈUÉaÕ

y
ÈUÉaÕ

z
Æ«Ç#ÍTï�Ù4ÒBÎeÅ�É

1
ßUÅ|É





2x+ y + z = 2
x+ 2y + z = 2
x+ y + 2z = 2

� ô�Ü¬òDâ �
H ,(?26`M2&(8;ÿ�" &�/2#0_ :;M�47ç2/�" ÿ(,(_ 4G?�3Ga



Ê�ÑUÉ1ÇLÍ�É1È6ÎHÏ�ÇLÉ1Î«ÙUÅoÆHÉ1ÈøÆ«ÇTß
Ö�Î«ÍDÒnÕ|ÎNÏFß
( 1

2 ,
1
2 ,

1
2 )
Ü¢b#Ñ6Í�Õ�ÍTØ0ÉBÕ|Íaß

h̃
Ñ4ÒBÇ�Ò�Ù6È4Æ«ï�ÙUÍ�ÇWÅZÒOÅoÆ«ÉaÈ=ÒnÕLÏ

×RÉ1Æ«È1ÅTß�Ê�ÑUÍTÈ´ÅoÑUÍ�ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ�Æ«Ç�Ò�Ç�ï�Ù4ÒnÕ�ÍaÜ'ÄWÈ´ÉaÕ|Ì6Í�Õ�Å|É�ÖoÑ6ÍTÖ|Ð�Ê�Ñ6Í&ÅoÑUÍ�ÕJÅoÑ6Æ«Ç�ÖTÒBÇ�Í
Ö&ÉaÕ�Õ�ÍTÇ�×RÉ1È6Ì6ÇTßUÒBÇ�Í�Þ�×RÍTÖ&Å�ÍDÌ�ßFÅ|É�Ò �kë3ü4ëm� Ò��kß�É1ÈUÍ�Ñ=ÒBÇ�Å|ÉkÔ§ÒnÐBÍJÇ�ÙUÕ�Í�ÅoÑ4ÒOÅ�ÅoÑUÍJÑUÍTÇ|Ç�Æ¬ÒBÈ
Ô�ÒOÅ|Õ|ÆNÞ�Æ«Ç#×RÉ1Ç�ÆHÅ|ÆHÛ1Í�Ì6Í Ú È6ÆHÅ|ÍaÜ®b#ÑUÍ'ÇLÍDÖ&É1È6Ì�ÉaÕoÌUÍ�Õ-ÌUÍ�ÕoÆNÛaÒOÅoÆNÛ1ÍTÇ#É1Ø

h̃
ÒnÕ�Í�Ó1ÆHÛaÍDÈ�àFÏ[�

∂2h̃

∂x2
(x, y, z, θ) = 2(y + z − yz − 1 + yz cos2θ) � ô�Ü¬ò;� �

∂2h̃

∂y2
(x, y, z, θ) = 2(x+ z − xz − 1 + xz cos2θ) � ô�Ü¬òOô �

∂2h̃

∂z2
(x, y, z, θ) = 2(x+ y − xy − 1 + yz cos2θ) � ô�Ü¬òDõ �

∂2h̃

∂θ2
(x, y, z, θ) = 2xyz(2− x− y − z) cos 2t � ô�Ü¬ò � �

∂2h̃

∂x∂y
(x, y, z, θ) = (1−z)(2x+ 2y + z − 3) + z(2x+ 2y + z − 2) cos2θ � ô�Ü¬òDö �

∂2h̃

∂x∂z
(x, y, z, θ) = (1−y)(2x+ y + 2z − 3) + y(2x+ y + 2z − 2) cos2θ � ô�Ü¬ò2d �

∂2h̃

∂y∂z
(x, y, z, θ) = (1−x)(x+ 2y + 2z − 3) + x(x+ 2y + 2z − 2) cos2θ � ô�ÜNón÷ �

∂2h̃

∂x∂θ
(x, y, z, θ) = yz(2− 2x− y − z) sin 2t � ô�ÜNó�ò �

∂2h̃

∂y∂θ
(x, y, z, θ) = xz(2− x− 2y − z) sin 2t � ô�ÜNóaó �

∂2h̃

∂z∂θ
(x, y, z, θ) = xy(2− x− y − 2z) sin 2t � ô�ÜNóBâ �

ÒBÈ6Ì�ßUÅoÑUÍ�Õ�ÍDØ¢ÉaÕ�ÍaßUÅoÑUÍ�Ñ6ÍTÇ�Ç|Æ¬ÒBÈ�Ô�ÒOÅ|Õ|ÆHÞ�É1Ø
h̃
Æ«È

( 1
2 ,

1
2 ,

1
2 ,

π
2 )
Æ¬Ç;�

Hh̃�
= −1

8




4 2 2 0
2 4 2 0
2 2 4 0
0 0 0 1


 � ô�ÜNó�� �

ÒBÈ6Ì�Æ«Ç#ÖTÎHÍDÒnÕ|ÎHÏ�È6Í�ÓFÒOÅ|ÆHÛaÍ;��ÌUÍ Ú È6ÆNÅ|Í § Ô�ÉaÕ�ÍJ×4Õ�ÍTÖ�Æ¬ÇLÍTÎHÏ1ßUÅ|Ñ6Í�ÖoÑ4ÒnÕoÒBÖZÅ|Í�Õ|Æ¬ÇWÅoÆ¬ÖJ×RÉ1ÎNÏUÈ6É1Ô�Æ¬ÒBÎeÉ1ØÅ|Ñ6Í�Ô�ÒOÅ|Õ|ÆHÞ



4 2 2 0
2 4 2 0
2 2 4 0
0 0 0 1


 � ô�ÜNóaô �

Æ«Ç
(X − 1)(X − 2)2(X − 8)

ßeÅoÑFÙ4Ç�ÅoÑUÍ�ÍTÆ«ÓBÍDÈaÛaÒBÎ«Ù6ÍTÇJÉ1Ø
Hh̃�

ÒnÕ�Í − 1
4 � ÌUÉ1Ù6à4ÎHÍ � ß − 1

8ÒBÈ6Ì −1
Ü®Þ�ÍTÈ6Ö&Í1ß�ÅoÑUÍ�ÇLÅoÒOÅoÆ«É1È4ÒnÕLÏ�×RÉ1Æ«È1Å�Æ«Ç-Òy��ä2eBëm� Ò��kß4Ô�ÍDÒBÈ6Æ¬ÈUÓ�Å|Ñ=ÒOÅ

ζ
Õ�ÍDÒBÖoÑ6ÍTÇ#ÆHÅ|Ç

É1È6ÎNÏ«��ë0ü4ëm� Ò��)Ø0ÉaÕ-Ç�ï�Ù4ÒnÕ�ÍTÇ § Æ¬È ÒnÌ4Ì6ÆNÅoÆ«É1È�ßUÅoÑ6Æ«Çc��ë0ü4ëm� Ò��kß4ÌUÍTÈ6ÉBÅ�ÍDÌ�ÒBÇ ζ� ß4Æ«Ç-ÇLÅ�ÕoÆ«ÖZÅDÜÝ6Õ�É1Ô)ÅoÑ4Æ«Ç�Í&ÞFÅ|Õ�ÍDÔ�ÒBÎU×4Õ�Éa×RÍ�ÕLÅqÏ�É1Ø
ζ
ÖDÒnÈ�àRÍ�ÌUÍTÌ4Ù6Ö&ÍTÌ§ÒBÈUÉBÅoÑUÍTÕ�É1ÈUÍ-Ø0ÉaÕ

ι
� Ú Õ|ÇWÅoÎHÏ1ßFÇ�Æ¬È6Ö&Í

� ô�Ü � � Æ«Ç�ÒBÈ´ÍDïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�ÉaÈ4ÎNÏ�Ø0ÉaÕJÕ|ÑUÉ1Ô]à4Æ«Æ�ß
ÆNÅ'Æ«Ç�ÅoÑUÍ�ÖTÒBÇLÍ�Ø¢ÉaÕ�Ç|ïFÙ4ÒnÕ�ÍTÇTßeÅ|Ñ�Ù6Ç ζ� = 2ι�
Ü



��ÉDÊ'ß6Ö&É1Ô]à4Æ¬È6Æ«È6Ó�ÅoÑUÍ�Ô�Æ«È4Æ«Ô�Æ �DÒOÅoÆHÉ1È�É1Ø
ζ
Ê�ÆNÅoÑ � ô�Ü � � ß4ÎHÍDÒBÌ4Ç�Å|ÉZ�

ι ≥ ζ

2
≥ ζ�

2
= ι�, � ô�ÜNónõ �

Ç�ÑUÉDÊ�Æ¬ÈUÓ�ÅoÑ4ÒOÅDß=ÒBÇ
ζ
ß
ι
Æ¬Ç#Ô�Æ«È4Æ«Ô�ÒBÎ
Ø¢ÉaÕTß=ÒBÈ6Ì�ÉaÈ4ÎNÏ�Ø¢ÉaÕTß4Ç�ï�Ù4ÒnÕ�ÍTÇTÜ

F>|5� û �	+Ü��v�`ªX�¦��¬%$c�%öv��×+�0ªF~
I ·ÑÐ[·*µ $<Î¦Â�ÎJÍ�Ím¯�Ím´('JÂ�ÎJÃ
ÄWÈøÅoÑ6Æ¬Ç'ÖTÒBÇLÍ1ß

α = γ
ÒnÈ4Ì

β = δ
ÅoÑFÙ6Ç

θ = α
ÉBÕ
θ = β

Üy¥ ÉaÕ�ÍTÉDÛaÍTÕTß
α
ÒBÈ6Ì

β
ÒnÕ�Í

Ç�ÙU×4×4ÎHÍDÔ�ÍTÈ1ÅoÒnÕLÏFß6Ñ6ÍTÈ6Ö&Í'Ñ4Ò�Û1Í�Å|Ñ6Í�ÇoÒBÔ�Í�Ç�Æ¬ÈUÍaÜ®b#Ñ6Í�Õ�ÍTØ¢ÉaÕ�Í1ßUÅ|Ñ6Í'ÒnÕ�ÍDÒkÉ1Ø
q
Æ«Ç#Ó1ÆNÛ1ÍTÈ�à1Ï��

A = ab sin θ = |q|0|q|∞ sin θ, � ô�Ügó � �
ÅoÑFÙ6Ç

ζ
ÖTÒBÈ�àRÍ�Í&ÞU×6Õ�ÍTÇ|ÇLÍTÌ ÒBÇ;�

ζ =
(|q|0 + |q|∞)2

|q|0|q|∞ sin θ
=

1

sin θ

(
τ +

1

τ
+ 2

)
� ô�ÜNóBö �

ÒBÈ6Ì
ι
ÒBÇ;�

ι =
(|q|0 + |q|∞)|q|∞
|q|0|q|∞ sin θ

=
1

sin θ
(τ + 1) . � ôFÜNó�d �

I ·ÑÐ[·ÑÐ �À¯J.�³�ÎZ±*'KÍm¯
ÄWØ
q
Æ«ÇkÒ�Õ�ÍTÖZÅZÒBÈUÓ1Î«Íaß�ÅoÑUÍTÈ � ô�ÜgóBö � ÒBÈ6Ì � ô�ÜNó�d � Õ�ÍDÇL×RÍTÖ&Å|ÆHÛaÍDÎNÏ7àeÍTÖ&É1Ô�Í ζ = τ + 1

τ + 2ÒBÈ6Ì
ι = τ + 1

ÜDb#Ñ6Í�Õ�ÍTØ0ÉBÕ|Íaß
ζ
ÒBÈ6Ì

ι
ÒnÕ�Í-ÅqÊcÉ]Ø3Ù6È6Ö&Å|Æ«É1È6Ç�É1Ø

τ
ß�ÇLÅ|Õ|Æ«Ö&Å|ÎHÏ§Æ«È6Ö�Õ�ÍDÒBÇ�Æ¬ÈUÓ]ÉDÛ1Í�Õ

[1,+∞[
ß6Õ�ÍTÇL×eÍTÖZÅoÆNÛ1ÍTÎHÏ�ÌUÍTÈ6ÉnÅ|ÍDÌ�ÒBÇ

ζ@A
ÒBÈ6Ì

ι@A
Ü®¥ ÉaÕ�Í�ÉOÛaÍ�ÕTß

ζ@A(τ) ∼
τ→+∞

τ ∼
τ→+∞

ι@A(τ), � ô�Ü âB÷ �
Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ§Ô�ÍDÒBÈ6Ç�Å|Ñ=ÒOÅ�Å|Ñ6Í&Ï§ÒBÇWÏUÔ�×UÅ|ÉBÅoÆ«ÖTÒBÎ¬ÎNÏ�àRÍTÑ4Ò�Û1ÍJÒBÇ

τ
Ø0ÉaÕ�Õ�ÍTÖZÅZÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�Ü9ÄWÈ�×=ÒnÕLÅoÆ«Ö�Ù4Î¬ÒnÕTß

ζ@A
ÒBÈ6Ì

ι@A
Ì6ÆHÛ1Í�Õ�ÓaÍJÅ|É

+∞ Ê�Ñ6ÍTÈ τ Ì6ÉFÍDÇ�Ü

I ·ÑÐ[· & �yÁo´KÃLKNM*O
ÄWØ
q
Æ¬Ç�ÒkÕ|ÑUÉ1Ô'à=Ù6Ç�ßUÅoÑUÍTÈ�ÆNÅ�Ø0ÉaÎ¬ÎHÉOÊ�Ç#Ø0Õ�É1Ô � ô�ÜNóBö � Å|Ñ=ÒOÅ��

ζ = 2ι =
4

sin θ
� ô�ÜgâUò �

Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ�Ó1ÆHÛaÍTÇ�Ò�Ì6Æ«Õ�ÍTÖZÅ-Õ�ÍTÎ¢ÒOÅoÆHÉ1È�àRÍ�ÅqÊ�Í�ÍTÈ�Å|Ñ6ÍTÇLÍ�ï�Ù4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Ô�ÍOÒnÇ|ÙUÕ�ÍTÇ-ÒBÈ6Ì�ÅoÑUÍJÅ|ÉaÕ|Ç�Æ«É1È�É1Ø
ÅoÑUÍ#Õ|ÑUÉ1Ô'à=Ù6Ç�ß1Ç|Æ«È4Ö&ÍcÅoÑUÍ&ÏkÕ�ÍDÌ6Ù6Ö&ÍcÅ|É�ÅqÊ�É�Ø0Ù4È6ÖZÅoÆHÉ1È4Ç

ζ♦
ÒBÈ6Ì

ι♦
ß1ÌUÍ�×eÍTÈ6Ì6Æ¬ÈUÓ�É1È6ÎNÏ�É1È

θ
ß

Ê�ÆNÅoÑ
ζ♦ = 2ι♦

Ü ) àFÛUÆ«É1Ù6Ç�ÎHÏ1ß4ÅoÑUÍ&Ï�àRÉBÅ|Ñ ÇLÅ�ÕoÆ«ÖZÅoÎHÏ�Æ«È4Ö&Õ�ÍDÒBÇ�Í � Õ|ÍTÇL×
Ü#ÌUÍTÖ&Õ|ÍDÒBÇLÍ � É1È ]0, π2 ]
� Õ�ÍTÇL×¦Ü [π2 , π[ � ÜSb#ÑUÍ&Ï�ÒBÎ¬ÇLÉ�Ì4ÆNÛ1Í�Õ�ÓaÍ�Å|É +∞ ÒOÅ#ÅoÑ6Í�àRÉ1Ù4È6Ì6Ç#É1Ø ]0, π[

Ç�Æ¬È6Ö&Íaß=Ù6Ç|Æ«ÈUÓ�ÅoÑUÍ
Ø3ÒBÖZÅ#ÅoÑ4ÒOÅ

sin θ = sin (π − θ) ß

ζ♦(θ) = 2ι♦(θ) ∼
τ→0+

4

θ
� ô�Ügâ1ó �

ζ♦(θ) = 2ι♦(θ) ∼
τ→π−

4

π − θ . � ô�ÜgâBâ �



b#ÑUÍ§Õ�ÍTÎ¢ÒOÅoÆNÛ1Í�Ç�ÍTÈ6Ç|ÆNÅoÆNÛ6ÆNÅoÆ«ÍTÇ'É1Ø
ζ
Å|É�ÇWÅ|Õ�Í&ÅoÖZÑ6Æ«È6Ó�ÒBÈ6ÌùÅ�ÉaÕ|Ç|ÆHÉ1È ÒnÕ�Í�ÈUÉDÊ Ì6Æ¬Ç�ÖTÙ6Ç�Ç�ÍTÌ�ß9à1Ï

ÇLÉ1ÎNÛ6Æ«È6Ó
ζ@A(τ) = ζ♦(θ)

ß�ë5�0ç&ß

τ +
1

τ
+ 2 =

4

sin θ
⇐⇒ τ2 sin θ + 2(sin θ − 2)τ + sin θ

τ sin θ
= 0, � ô�Ügâ�� �

Ê�Ñ6Æ«ÖZÑuÖTÒBÈ àRÍ�Ç�ÉaÎHÛ1ÍTÌ ÍDÆNÅoÑUÍ�Õ§Ø¢ÉaÕ
τ
ÉaÕ

θ
Ü ÄWÈ Å|Ñ6Í�Ø¢ÉaÕoÔ�Í�Õ�ÖTÒBÇLÍaß � ô�Ügâ�� � Õ|ÍTÌ6Ù6Ö�ÍTÇkÅ|ÉÚ È6Ì6Æ¬ÈUÓ�Å|Ñ6Í�Õ�ÍOÒBÎeÕ�É�ÉBÅoÇcÉ1Ø
ÅoÑUÍ�×RÉ1ÎNÏ6ÈUÉ1Ô�Æ¢ÒBÎ

Pζ = X2 sin θ + 2(sin θ − 2)X + sin θ � ô�Ü â1ô �
Ê�ÑUÉ1ÇLÍ'ÌUÍ&Å|Í�Õ|Ô�Æ«È4ÒBÈ1Å-Æ¬Ç

∆Pζ = 4
(

(sin θ − 2)
2 − sin2 θ

) � ô�Ügâaõ �
= 16(1− sin θ) � ô�Ügâ � �
≥ 0 � ô�Ügâaö �

Ê�ÆNÅoÑ�ÍTïFÙ=ÒBÎ«ÆHÅqÏ�Æ«Ø9ÒBÈ6Ì�É1È6ÎHÏ�Æ¬Ø
θ = π

2

Ü�ÄWÈ�ÅoÑ6Æ¬Ç-ÖTÒBÇLÍaß
1
Æ¬Ç�ÅoÑ6Í�É1È6ÎHÏ�Õ�É�ÉBÅ#É1Ø

Pζ
ß
ë5�3ç��¬ß

qÆ«Ç�Ò�Ç�ïFÙ=ÒnÕ�ÍaÜ ) ÅoÑUÍTÕLÊ�Æ«Ç�Íaß
0 < 1− sin θ < 1

ß=ÑUÍDÈ6Ö&Í
Pζ
Ñ=ÒnÇ#ÅqÊ�É�Ì6Æ¬ÇWÅoÆ«È4ÖZÅ�Õ|ÍDÒBÎ
Õ�É�ÉnÅoÇ §Æ«È ÒBÌ6Ì6ÆHÅoÆHÉ1È�ß

1− sin θ <
√

1− sin θ
ßUÅoÑFÙ6Ç

2− sin θ − 2
√

1− sin θ < sin θ < 2− sin θ + 2
√

1− sin θ. � ô�Ü â�d �
Ô�É1Ô'à4Æ¬È6Æ¬ÈUÓ � ô�Ügâ�d � Ê�ÆNÅoÑ�Å|Ñ6Í]ØìÒBÖZÅ�ÅoÑ4ÒOÅDß=àFÏ ÌUÍ Ú È6ÆNÅoÆ«É1È�ß τ ≥ 1

ßeÆNÅ�Ø¢É1Î¬ÎHÉDÊ�Ç-ÅoÑ4ÒOÅDßRØ0ÉaÕ
ÒBÈaÏ�Ó1ÆNÛ1ÍTÈ

θ ∈ ]0, π[
ß � öUÜ¬òTö � Ñ4ÒBÇcÅ|Ñ6Í�Ø¢É1Î¬ÎHÉDÊ�Æ¬ÈUÓ�Ù4È6Æ«ï�ÙUÍ'ÇLÉ1Î¬Ù�ÅoÆHÉ1È!�

τ =
2− sin θ + 2

√
1− sin θ

sin θ
=

(
√

1− sin θ + 1)2

sin θ
. � ô�Ü �1÷ �

¥ ÉaÕ�Í�ÉDÛ1Í�ÕTßOÇ�É1ÎNÛ6Æ«ÈUÓ � ôFÜgâ�� � Ø0ÉaÕ θ ÉBàFÛUÆ«É1Ù6Ç�ÎHÏJà6Õ|Æ¬ÈUÓ1Ç�ÅqÊ�Éc×eÉaÇ|Ç�Æ«à4ÎHÍ�ÇLÉ1Î¬Ù�ÅoÆHÉ1È4Ç�ß arcsin 4τ
(τ+1)2ÒBÈ6Ì

π − arcsin 4τ
(τ+1)2

Ü�ÄWÈøØìÒBÖZÅDß�ÅoÑUÍ&Ï�àRÉBÅoÑ7Ö&ÉaÕ�Õ�ÍTÇ�×RÉ1È6Ì´Å|É�ÅoÑUÍ�Ç|ÒBÔ�Í�Ç|Ñ4Òn×RÍ�Ø0ÉaÕ
q
ß

Ç�Æ¬È6Ö&Í�ÅoÑUÍ&Ï�ÒnÕ�Í�Ç�Ù6×6×4Î«ÍTÔ�ÍDÈaÅZÒnÕLÏ1Ü

I ·ÑÐ[·QP FÂ�²mÎZ±*'�M.ÍmÎ¦Â�+%¯-'J¯`±%¯OÂ�ÎR.�Ï
ÄWÈ7ÅoÑUÍ�ÖTÒBÇ�Í�Ê�ÑUÍTÕ�Í

q
ÌUÍ�ÓaÍTÈUÍTÕoÒOÅ|ÍTÇ'Å�ÉDÊ-ÒOÕoÌ6ÇkÒ�Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1ÎHÍ

q
ß�ÆHÅ�Æ«Ç]ÉaàFÛUÆ«ÉaÙ4Ç'ÅoÑ4ÒOÅkàRÉBÅoÑ

×RÍ�Õ|Æ¬Ô�Í&Å|Í�Õ�ÒnÈ4Ì"ÒnÕ�ÍDÒ É1Ø
q
Å|ÍTÈ6Ì Ê�ÆHÅoÑùÅoÑUÍDÆHÕ�Õ�ÍTÇ�×RÍTÖZÅoÆHÛaÍ�Ö�ÉaÙ4ÈaÅ|Í�Õ�×RÒnÕLÅ|Ç�Æ¬È

t
ÜVÞ�ÍTÈ4Ö&Íaß

ζ(q)
ß�Æ«ÈùÅoÑUÍ�ÇLÍDÈ6ÇLÍ�É1Ø#ïFÙ4ÒBÌUÕoÆ«Î¢ÒDÅ|Í�ÕZÒnÎ�ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ1ß9Å|ÍTÈ6Ì4Ç�Å|ÉDÊ#ÒnÕ|Ì4Ç

ζ(t)
ß�Æ¬ÈùÅ|Ñ6Í�Ç�ÍTÈ6Ç�Í§É1Ø

Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Î«Í�ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ1Ü�ÄWÈ�×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕTß
ζ
ÌUÉ�ÍTÇcÈUÉBÅ-Ì6ÆNÛ1Í�Õ�ÓaÍ�Ì4ÙUÕ|Æ¬ÈUÓkÅ�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒnÕ#ÌUÍ�ÓaÍTÈUÍTÕoÒBÖZÏ1Ü

Ý6Õ�É1Ô àRÉBÅoÑ�Í&ÞFÅ|Õ�ÍTÔ§ÒBÎU×6Õ�Éa×RÍ�ÕLÅoÆ«ÍTÇ�ÒBÈ4Ì�ÒBÇWÏUÔ�×UÅ|ÉBÅoÆ«ÖcàRÍTÑ4Ò�Û6ÆHÉaÕ�ÅoÑ4ÒOÅ�Ñ=Ò�ÛaÍ#àRÍTÍTÈ�ÌUÍTÔ�É1È`�
ÇWÅ|ÕoÒOÅ|ÍTÌ�ßUÉ1ÈUÍ'ÖTÒBÈ�Ö&É1È6Ö�Î¬Ù6ÌUÍ�ÅoÑ4ÒOÅ

ζ
ÖTÒBÈ�àRÍ�Í&Þ�Å|ÍTÈ6ÌUÍDÌ�ÒBÇ-Ò]ÓaÍDÈUÍ�Õ|Æ¬Ö�ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Ô�ÍDÒBÇ�ÙUÕ�Í1ß

Ç�Ù6ÆHÅZÒnà4ÎHÍkØ¢ÉaÕ�àeÉnÅoÑ�Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�ÒBÈ4Ì ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ¬Ç § Æ«È�ÒBÌ6Ì4ÆNÅoÆHÉ1È
ßeÒ�Ö&É1È1ÅoÆ«ÈFÙ6É1Ù6Ç-Å|ÕoÒBÈ6Ç�Æ��Å|Æ«É1È�àeÍ&ÅqÊ�Í�ÍTÈ�ÅoÑUÍTÇ�ÍkÅqÊ�É�ÐUÆ«È6Ì4ÇJÉ1Ø�ÍTÎ«ÍTÔ�ÍTÈ1ÅoÇ�Æ«Ç�ÍTÈ4Ç�ÙUÕ�ÍDÌ�Ü�Þ-ÉOÊ�Í&Û1Í�ÕTß�ÅoÑ6Æ¬ÇJ×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕ
×6Õ�Éa×RÍ�ÕLÅqÏ§Ô�ÆHÓ1Ñ1Å�àRÍaßUÆ¬È�ÇLÉ1Ô�Í�Õ�ÍTÇ�×RÍTÖZÅoÇ�ß6Ò]Ô�Ò�øqÉaÕ�ÌUÕoÒ�Ê-àRÒBÖ|Ð�Ç�Æ¬È6Ö&Í1ßUØ¢ÉaÕcÇLÉ1Ô�Í�Òn×6×4Î¬Æ«ÖTÒ��
Å|Æ«É1È6ÇTßRÉ1ÈUÍ�Ô�Æ«Ó1ÑaÅ�Ê�Æ¬Ç�Ñ Å�É�Ò�ÛaÉ1Æ¬Ì�Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒnÕJÌUÍTÓBÍDÈUÍ�ÕoÒBÖZÏ É1Ø�ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«ÇTÜ�ÄWÈ Å|Ñ4Æ«Ç
ÖTÒBÇLÍaß
ÅoÑUÍ�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏøÔ�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�Í�Ç|ÑUÉ1Ù6Î¬Ì7Ì6ÆNÛ1Í�Õ�ÓaÍ�Å�É Æ«È Ú È6ÆHÅqÏ1ß¦ÕoÒOÅoÑUÍTÕJÅoÑ4ÒBÈ�Å|ÍTÈ6Ì�Å|ÉDÊ-ÒOÕoÌ6Ç
Å|Ñ6Í�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ�É1Ø
ÅoÑUÍ'Î¬Æ«Ô�ÆHÅoÆ«È6Ó�Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒnÕ#ÍTÎ«ÍTÔ�ÍDÈaÅDÜ



S T tWw tvwVU t#¾9Ã&¼W� À�Ã�xX�'¿]¼yx¢u;z
b#ÑUÍ�Ø0É1Î«Î«ÉDÊ�Æ«ÈUÓ§ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ
ïFÙ=ÒnÎ¬ÆNÅqÏ�Ô�ÍDÒBÇ|ÙUÕ�Í�Æ«Ç#×6Õ�Éa×RÉ1ÇLÍDÌ�àFÏøá � ã0�

Q =
|q|2 hmax

miniAi
� õUÜ¬ò �

Ê�ÑUÍ�Õ�Í Ai
ÌUÍTÈ6ÉBÅ�ÍDÇ�ÅoÑ6Í�ÒnÕ�ÍDÒ§É1Ø�ÅoÑUÍkÅ�Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1Î«Í]Ê�ÑUÉ1Ç�ÍkÍTÌ6ÓBÍDÇ�ÒnÕ|Í]ÅoÑUÉ1ÇLÍ�É1Ø

q
ÒnÌ�øLÒBÖ&ÍTÈ1Å

Å|ÉkÛ1Í�ÕLÅ|Í&Þ
i
ÒBÈ6Ì

hmax = max (AC,BD, |q|∞)
Ü�ÄWÈ�×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕTß |q|∞ ≤ hmax

Ü

YR|7{ ����������� �!�
î ×6×4ÎHÏUÆ«È6Ó[Z�<[l]\R,e>%�=^_\R,_`-<oiakÆ¬ÈUÍTï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ1ß6Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ�Æ«Ç

(
∀ (u1, ..., un) ∈ IRn

+

) k=n∑

k=1

uk ≤

√√√√n
k=n∑

k=1

u2
k, � õUÜgó �

Å|ÉkÅoÑUÍ�ÍTÌ6ÓBÍ'ÎHÍDÈUÓBÅoÑ6ÇcÉ1Ø
q
Ç�Ñ6ÉDÊ�Ç�ÅoÑ4ÒOÅ

a+ b+ c+ d ≤
√

4 (a2 + b2 + c2 + d2) � õUÜ â �
ÅoÑFÙ6Ç

p ≤ |q|2
ßUÊ�ÆNÅoÑ�ÍTïFÙ=ÒnÎ¬ÆNÅqÏ�Æ«Ø9ÒBÈ6Ì�É1È4ÎNÏ�Æ¬Ø

q
Æ«Ç�ÒkÕ|ÑUÉ1Ô'à=Ù6Ç�Ü�ÄWÈ ÒnÌ4Ì6ÆHÅ|Æ«É1È�ß

min
i
Ai ≤

A
2

� õUÜ � �
Ê�ÆNÅoÑ�ÍDïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Æ«Ø9ÒBÈ6Ì�ÉaÈ4ÎNÏ�Æ¬Ø

q
Æ«Ç�Òk×=ÒnÕoÒBÎ«Î«ÍTÎ«ÉaÓBÕZÒnÔ�ÜXÞ�ÍTÈ4Ö&Íaß

p

A ≤
|q|2

2 miniAi
� õUÜNô �

Ê�ÆNÅoÑ�ÍDïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Æ«Ø9ÒBÈ6Ì�ÉaÈ4ÎNÏ�Æ¬Ø
q
Æ«Ç�ÒkÕ|ÑUÉ1Ô]à4Ù6ÇTÜXb#ÑUÍ�Õ|ÍTØ¢ÉaÕ�Íaß4Æ¬Ø

q
Æ«Ç-ÈUÉBÅ�ÒkÕ|ÑUÉ1Ô]à4Ù6ÇTß

ι =
p|q|∞
A <

|q|2|q|∞
2 miniAi

≤ |q|2 hmax

2 miniAi
=
Q
2
. � õUÜ õ �

ζ

2
≤ ι =

p|q|∞
A ≤ |q|2 hmax

2 miniAi
=
Q
2
. � õUÜ � �

ÒBÈ6Ì�ß4Æ¬È�×RÒOÕ�Å|Æ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕTß
ζ ≤ Q Ü

YR|5� û �	+Ü��v�`ªX�¦��¬%$c�%öv��×+�0ªF~
b ·ÑÐ[·*µ $<Î¦Â�ÎJÍ�Ím¯�Ím´('JÂ�ÎJÃ
ÄWØ
q
Æ¬Ç�Òk×=ÒnÕoÒBÎ«Î«ÍTÎHÉaÓaÕoÒBÔ�ß�ÅoÑUÍDÈ

(∀ i ∈ {A,B,C,D}) min
i
Ai =

A
2

=
|q|0|q|∞ sin θ

2
� õUÜgö �



ÒBÈ6Ì�ß4Ù6Ç|Æ«ÈUÓWc]/,d�<%nT,�.0� ÇWb#ÑUÍ�ÉaÕ�ÍDÔ�ß6ÆHÅ�Æ«Ç#Éaà1Û6ÆHÉ1Ù4Ç�ÅoÑ=ÒDÅ
BD =

√
a2 + b2 − 2ab cosα � õUÜ d �

AC =
√
a2 + b2 − 2ab cosβ =

√
a2 + b2 + 2ab cosα � õUÜ«òT÷ �

Ç�Æ¬È6Ö&Í
α
ÒBÈ6Ì

β
ÒnÕ�Í'Ç�Ù6×6×4Î«ÍTÔ�ÍTÈ1ÅZÒnÕLÏ1Ü®Þ-ÍDÈ6Ö&Íaß

max (AC,BD) =
√
a2 + b2 + 2ab |cosα| > max (a, b) = |q|∞ � õUÜ¬òaò �

Å|Ñ�Ù6Ç

hmax =
√
a2 + b2 + 2ab |cosα| =

√
|q|20 + |q|2∞ + 2|q|0|q|∞|cos θ|. � õUÜ«òOó �

Ý9Æ«È4ÒBÎ¬ÎNÏ1ß

|q|2 =
√

2(a2 + b2) =
√

2(|q|20 + |q|2∞) � õUÜ¬òDâ �
Å|Ñ6Í�Õ�ÍTØ0ÉaÕ�Í

Q =
2
√

2(|q|20 + |q|2∞)(|q|20 + |q|2∞ + 2|q|0|q|∞|cos θ|)
|q|0|q|∞ sin θ

� õUÜ¬ò;� �
=

2
√

2(1 + τ2)(1 + τ2 + 2τ |cos θ|)
τ sin θ

. � õUÜ¬òOô �
b ·ÑÐ[·ÑÐ �À¯J.�³�ÎZ±*'KÍm¯
ÄWÈ�ÅoÑ6Æ¬Ç�ÖDÒBÇLÍaß � õ�Ü¬òOô � Ç�ÑUÉDÊ�Ç¦Å|Ñ=ÒOÅ Q àRÍTÖ&É1Ô�ÍTÇ
ÅoÑUÍ�Ø¢É1Î«Î«ÉDÊ�Æ«È6Ó�Ø0Ù4È6ÖZÅoÆ«ÉaÈ'É1ØFÅoÑ6Í�ÇLÅ�Õ|Í&ÅoÖoÑ6Æ¬ÈUÓØ3ÒBÖZÅ|ÉaÕ��

Q@A(τ) =
2
√

2(1 + τ2)(1 + τ2)

τ
= 2
√

2

(
τ +

1

τ

)
. � õUÜ¬òDõ �

Ô�ÎHÍDÒnÕ|ÎHÏ1ß Q@A ÇLÅ�Õ|Æ¬ÖZÅoÎHÏ�Æ¬È6Ö&Õ�ÍDÒBÇ�ÍTÇ#ÉDÛaÍ�Õ [1,+∞[
ÒBÈ6Ì

Q@A(τ) ∼
τ→+∞

2
√

2τ � õUÜ¬ò � �
ÑUÍTÈ6Ö�Íaß4Æ¬È�×RÒOÕ�Å|Æ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕTß

limτ→+∞Q@A(τ) = +∞ Ü

b ·ÑÐ[· & �yÁo´KÃLKNM*O
ÄWÈ�Å|Ñ6Í]ÖDÒBÇLÍ'Ê�ÑUÍ�Õ�Í

q
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√
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Ai(x) =
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√
x2 − 1

4
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p(x) = 1 + x � õUÜNóBâ �
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√
2(1 + x2) � õUÜNó2� �

|q|∞(x) = 1 � õ�ÜNóaô �
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T0 =

(
xF − xE xG − xE
yF − yE yG − yE

)
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W =

(
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TT0 T0
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TT0 T0 =

(
g2 −−→

EF · −−→EG−−→
EF · −−→EG f2

)
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ÒBÇ

σ4 − (f2 + g2)σ2 + f2g2 −
(−−→
EF · −−→EG

)2
= 0 � � Ü � �
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σ4 − (f2 + g2)σ2 + 4At2 = 0. � � Ügô �
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σ2

1 + σ2
2 = f2 + g2 � � Ügõ �

ÒBÈ6Ì
σ1σ2 = 2At
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σ2

1

ÒBÈ4Ì
σ2
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Æ«È1ÛBÒnÕ|Æ¢ÒBÈaÅ�ÈUÉaÕ|Ô É1Ø9ÅoÑUÍ�Ô§ÒOÅ�ÕoÆNÞ

T0 � è�ÿ��9ágóTã � Ü ) ÈUÍ�Ç|Ù6ÖoÑ�ØìÒBÔ�Æ¬ÎNÏ´Æ¬ÇJÌUÍTÕ|ÆNÛ1ÍTÌ�Ø0Õ�É1Ô ÅoÑUÍ^_\R,�<Jr_r�5Zk
p
��ÈUÉaÕ|Ô�Ç#Ì6Í Ú È6ÍTÌ�àFÏ[�

Np(T0) = (σp1 + σp2)
1/p

, p ∈ [1,+∞[. � � Ü � �
b#ÑUÍ�ÖTÒBÇLÍ

p = 2
Æ«Ç�ÅoÑUÍ9h>i[j¦;R5¦k�.ml%n-ÈUÉaÕ|Ô�ß1ÅoÑUÍ�Î¬Æ«Ô�ÆNÅoÆ¬ÈUÓkÖTÒBÇLÍ

p→∞ Æ«Ç�ÅoÑUÍ�Ç�×RÍTÖZÅ|ÕoÒBÎÈUÉaÕ|Ô ÒBÈ6Ì�ÅoÑUÍ]ÖTÒBÇLÍ
p = 1

Æ«Ç#Å|Ñ6Í�Å|ÕoÒBÖ&Í'ÈUÉaÕ|Ô�Ü î ÈUÉ1È���ÈUÉaÕ|Ô�ÒBÎ¬Æ���ÍDÌ�ïFÙ=ÒBÎ«ÆHÅqÏ�Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�Í
Æ«Ç#Ó1ÆNÛ1ÍTÈ�à1Ï�ÅoÑUÍ'Ö&É1È6Ì6ÆHÅoÆHÉ1È�ÈFÙ4Ô'àRÍ�Õ

κp(T0)
Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ�Æ¬Ç-ÌUÍ Ú ÈUÍTÌ ÒBÇ

κp(T0) =
[
(σp1 + σp2)

(
σ−p1 + σ−p2

)]1/p
. � � Ü ö �

ÄWÈ�ÅoÑUÍ�×=ÒnÕLÅoÆ«Ö�Ù4Î¬ÒnÕ�ÖTÒBÇLÍ
p = 2

ß4Ù6Ç�Æ¬ÈUÓ � òaÜNó � ß6ÆHÅ�Ø¢É1Î«Î«ÉDÊ�ÇcÅoÑ4ÒOÅ

κ2(T0) =
σ2

1 + σ2
2

σ1σ2
=
f2 + g2

2At
=
f2 + g2

fg sin η
� � Ü d �

ÅoÑFÙ6Ç
κ2(T0)

ÌUÍT×RÍTÈ6Ì6ÇcÉ1È4ÎNÏ�É1È�Ô�Í&Å|Õ|Æ¬Ö�ÒBÈ4Ì�ÒBÈUÓ1Ù4Î¬ÒnÕ#×=ÒnÕoÒBÔ�Í&Å|Í�ÕoÇ�É1Ø
t
ß=ÒnÈ4Ì�Å|Ñ6Í�Õ�ÍTØ0ÉaÕ�Í

ÖTÒBÈ'àRÍcÌUÍTÈUÉBÅ|ÍTÌkÙ6È4ÒBÔ'à=ÆHÓ1ÙUÉ1Ù4Ç�ÎNÏkÒBÇ9Ò�Ø0Ù4È6ÖZÅoÆHÉ1È]É1Ø
t
Ü�ÄWÈ]ÉBÕoÌUÍ�Õ�Å|ÉJÒTÛaÉ1Æ¬Ì�ÅoÑUÍcÖ&É1È6Ø0Ù4Ç�ÆHÉ1È

Ê�ÆNÅoÑ�ÅoÑUÍtsWÖ�Î¬ÒBÇ|Ç�Æ¬Ö7u
κ2
Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«Í�ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ'Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍaßDÊ�ÆNÅoÑ'ÍTïFÙ4Æ«Î¢ÒDÅ|Í�ÕZÒnÎ1Õ�ÍDØ¢Í�Õ�ÍDÈ6Ö&Í�ÍDÎHÍTÔ�ÍTÈaÅDß

Ò�Ç�Î¬ÆHÓ1ÑaÅqÏ�Ì4Æ� RÍ�Õ|ÍTÈaÅ�ÈUÉBÅZÒDÅoÆ«É1È�Ç�Ñ=ÒBÎ«Î�àRÍ'Ù6ÇLÍTÌ
ßiç2�gþO�¬ß

κ⊥2 (t) = κ2(T0). � � Ü«òT÷ �
��ÉDÊ'ß4ÒBÇ�Ç|Ù6Ô�Æ¬ÈUÓ�Å|Ñ=ÒOÅ

ξ = f
g

ß�Ê�Ñ4Æ«ÖoÑ�Æ¬Ç-ÒBÎ¬ÎHÉDÊ�ÍDÌ�Ç�Æ¬È6Ö&Í
t
Æ«Ç-ÈUÉ1È�Ì6Í�ÓaÍTÈUÍ�ÕZÒDÅ|Í'ÒBÈ4Ì�ÅoÑFÙ6Ç

g 6= 0
ß4ÆHÅ#ÅoÑUÍTÈ�Ø¢É1Î«Î«ÉDÊ�ÇcÅoÑ4ÒOÅ

κ⊥2 (t) =
ξ2 + 1

ξ sin η
=

(
ξ +

1

ξ

)
1

sin η
� � Ü¬òaò �

ÉaÕTß6Æ¬È�ÍTÈaÅoÆ«Õ�ÍTÎNÏ ÒnÈ6Ó1Ù6Î¬ÒnÕ#Å�ÍTÕ|Ô�Ç�ß4Ç�Æ«È4Ö&Í � òaÜNó � Ç|ÑUÉDÊ�ÇcÅoÑ4ÒOÅ ξ = sinφ
sinψ

ß

κ⊥2 (t) =

(
sinφ

sinψ
+

sinψ

sinφ

)
1

sin η
=

sin2 φ+ sin2 ψ

sin η sinφ sinψ
. � � Ü¬òDó �

�#ç���ä ê ú � Ü¬ò`� î Ç'ÌUÍTÔ�É1È4ÇWÅ|ÕoÒOÅ|ÍTÌ7Æ«È¸á«òT÷nã�ß¦ÅoÑUÍ§Ø0É1Î«Î«ÉDÊ�Æ«ÈUÓ�ÒBÈUÓ1Ù4Î¬ÒnÕ]Æ«ÌUÍDÈaÅoÆNÅqÏ ÒnÕ|Æ«Ç�ÍTÇ'Æ«È
ÅoÑUÍ�Ö&É1È1Å|Í&ÞFÅ-É1Ø�ÍTï�Ù6Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ�Õ�ÍTØ¢ÍTÕ�ÍTÈ6Ö&Í�ÍTÎ«ÍTÔ�ÍDÈaÅoÇ;�

κ2(t) =
sin2 η + sin2 φ+ sin2 ψ

sin η sinφ sinψ
� � Ü¬òDâ �



ÒBÈ6ÌøÆ«Ç�Æ«È1ÛBÒnÕ|Æ¢ÒBÈaÅ�ÅoÑUÕ|ÉaÙ6Ó1ÑøÒBÈUÓ1Î«Í�×RÍ�ÕoÔ]Ù�ÅZÒOÅoÆHÉ1ÈRvBß
Ù4È6Î«Æ«ÐBÍ � � Ü¬òOó � ÜAb#Ñ4Æ«Ç�Æ¬Ç�Æ¬ÈaÅoÙ6ÆHÅoÆNÛ1ÍTÎNÏÖ�ÎHÍOÒOÕDß4Ç�Æ«È4Ö&Í�ÍDïFÙ6Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎeÅ|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1ÎHÍTÇ�ÒnÕ�Í
S3
��Æ¬ÈaÛaÒnÕ|Æ¬ÒBÈ1ÅDßUÊ�Ñ6Æ¬ÎHÍ�Õ|ÆHÓ1Ñ1Å-Æ¬ÇLÉ1Ç|Ö&ÍTÎ«ÍTÇ�Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1ÎHÍDÇ

ÒnÕ�Í�ÈUÉBÅDÜcb#ÑUÍ�Õ�ÍDØ¢ÉaÕ�Íaß
Ç�Æ¬È6Ö&Í
η
ß
φ
ÒBÈ6Ì

ψ
ÒnÕ�Í�Ç�Ù6×6×4Î«ÍTÔ�ÍTÈ1ÅZÒnÕLÏ1ßRÅoÑUÍ�Ç�ÙUÕ|ØìÒBÖ&Í

z = κ2(t)ÖTÒBÈ�àRÍ-ÍTï�Ù6ÆNÛaÒBÎ«ÍTÈaÅoÎHÏ�Õ|Í�×6Õ�ÍTÇ�ÍTÈaÅ|ÍTÌ�ÒBÇ�Ò�Ø0Ù6È4ÖZÅoÆHÉ1È�É1Ø
ÒnÈ1Ï§ÒBÈUÓ1ÎHÍ�×=ÒBÆHÕ�É1Ø
t
ß1Ê�Ñ4Æ«Î«Í-Å|Ñ4Æ«Ç�Æ«Ç

ÈUÉ§ÎHÉ1ÈUÓaÍ�Õ#Å|Õ|ÙUÍ'Ø¢ÉaÕ
z = κ⊥2 (t)

ß4Ø¢ÉaÕ#Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ ÒOÅ�Î«ÍDÒBÇWÅ�É1ÈUÍ]ÒBÈUÓ1ÎHÍ'ÔkÙ6ÇLÅ-àRÍ'ÇL×RÍTÖTÆ Ú ÖDÒnÎ¬ÎNÏ
ÖoÑUÉ1Ç�ÍTÈ�Ü7ÄWÈ ×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒnÕTß�Æ¬Ø#É1ÈUÍ�ÒBÈUÓ1Î«Í�Æ«Ç�ÖoÑ6É1ÇLÍTÈ Å�ÉøàRÍ

η � ÅoÑ6Í�É1ÈUÍ�Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ Æ«ÇkÕ|Æ«Ó1ÑaÅDßÆ«ÌUÍOÒBÎ«ÎHÏ1ßUØ¢ÉaÕ
κ@A2 � ßFÅoÑUÍTÈ�ÅoÑUÍJÇ�ÍTÖ&É1È6Ì�Æ¬ÇcÒOÕ|à4ÆNÅ|ÕoÒnÕLÏ�ÒBÈ6Ì�ÖTÒBÈ§àRÍaß¦ç2�NþO�«ß φ Ü�ÄWÈ�ÅoÑ6Æ¬Ç�ÖTÒBÇLÍ1ß�ÆHÅØ¢É1Î«Î«ÉDÊ�Ç-Ø¢Õ�É1Ô � � Ü¬òDó � ÒBÈ6Ì � � Ü«òDâ � ß6Õ�ÍDÇL×RÍTÖ&Å|ÆHÛ1ÍTÎNÏ1ß

κ⊥2 (t) =
sin2 φ+ sin2 (η + φ)

sin η sinφ sin (η + φ)
� � Ü¬ò;� �

ÒBÈ6Ì

κ2(t) =
sin2 η + sin2 φ+ sin2 (η + φ)

sin η sinφ sin (η + φ)
. � � Ü¬òOô �

q |5� ����������� ���
î Ö�Ö&ÉaÕ|Ì6Æ¬ÈUÓ�Å|É � � Ü¬òBò � ß6Ö�ÉaÈ4Ç�Æ¬ÌUÍ�Õ#Å|Ñ6Í�Ô�Òn×4×4Æ«È6Ó

k : IR∗+×] 0, π [ −→ IR∗+

(ξ, η) 7−→
(
ξ + 1

ξ

) 1

sin η

� � Ü¬òDõ �
Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ�Æ¬Ç C∞ ÉDÛ1Í�ÕcÅoÑUÍ�Éa×RÍDÈ�ÌUÉ1Ô�ÒBÆ¬È IR∗+×] 0, π [ § Ñ6ÍTÈ6Ö&Í1ß4ÒBÈ1Ï�Î«É�ÖDÒnÎ�çBeaé ê ç�� Ò�� É1Ø kÆ«Ç�ÒOÅLÅZÒBÆ¬ÈUÍTÌ ÒDÅ�Ò�ÇWÅZÒOÅoÆHÉ1È4ÒnÕLÏ�×RÉaÆ¬ÈaÅDÜ®b#Ñ6Í Ú Õ|ÇLÅ#ÉaÕ|Ì6Í�Õ-Ì6Í�Õ|ÆNÛaÒOÅoÆNÛ1ÍTÇ�ÒnÕ�Í	�

∂k

∂ξ
(ξ, η) =

(
1− 1

ξ2

)
1

sin η
� � Ü¬ò � �

∂k

∂η
(ξ, η) = −

(
ξ +

1

ξ

)
cos η

sin2 η
� � Ü¬òDö �

ÒBÈ6Ì�ßFÓ1ÆHÛaÍTÈ�ÅoÑUÍ�ÌUÍ Ú È6ÆNÅoÆ«É1È§ÌUÉ1Ô�ÒBÆ¬È�ß1ÅoÑUÍ�É1È6ÎHÏ�ÇLÅoÒOÅoÆ«É1È4ÒnÕLÏ�×eÉaÆ¬ÈaÅcÆ«Ç
(1, π2 )

Ü î ÓFÒBÆ«È�ß1ÅoÑUÍ
È4ÒOÅoÙUÕ�Í�É1Ø�ÅoÑ6Æ¬Ç]×RÉ1Æ«È1Å�ÖTÒBÈ àRÍ§Í�Þ6ÒBÔ�Æ¬ÈUÍTÌ à1Ï7ÅoÑ6Í�Ô�ÍOÒBÈ6Ç'É1Ø�Å|Ñ6Í�Ñ6ÍTÇ�Ç|Æ¬ÒBÈ Ô�ÒOÅ|Õ|ÆNÞùÉ1Ø�ß
ÒBÇ�ÇLÍDÔ'à4Î«ÍTÌ�Ê�ÆNÅoÑ�ÅoÑUÍ'ÇLÍTÖ�É1È6Ì�ÉaÕ|Ì6Í�Õ-ÌUÍTÕ|ÆNÛaÒOÅoÆNÛ1ÍTÇ#É1Ø

k
�

∂2k

∂ξ2
(ξ, η) =

2

ξ3 sin η
� � Ü¬ò2d �

∂2k

∂η2
(ξ, η) =

(
ξ +

1

ξ

)
sin2 η + 2 cos2 η

sin3 η
� � ÜNón÷ �

∂2k

∂ξ∂η
(ξ, η) = −

(
1− 1

ξ2

)
cos η

sin2 η
� � ÜNó�ò �

Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ�ÓaÆHÛ1ÍTÇ�ßUÊ�Ñ6ÍTÈ
(ξ, η) = (1, π2 )

ß

∂2k

∂ξ2

(
1,
π

2

)
=
∂2k

∂η2

(
1,
π

2

)
= 2 � � ÜNóaó �

w &('7M�" ?�_ 47#*#o'5" L(&�'�&;/2#o8�/�3o#0" E>1�_ 47'�3547'5EF#GM�#�:�E>E>4�35'*" Q7,�_ a



∂2k

∂ξ∂η

(
1,
π

2

)
= 0. � � ÜgóBâ �

b#ÑFÙ6ÇTß4ÅoÑUÍ]Ñ6ÍTÇ�Ç|Æ¬ÒBÈ´ÌUÍ&Å|Í�ÕoÔ�Æ«È=ÒBÈaÅJÆ«Ç�ÍTïFÙ=ÒBÎ�Å|É
4 > 0

ÒBÈ6Ì�ÅoÑUÍ Ú Õ|ÇWÅJÌ6Æ¢ÒOÓaÉ1È=ÒnÎ¦ÍDÈaÅ|ÕLÏ Æ«Ç
2 > 0

ÜRÞ�ÍTÈ4Ö&Íaß4ÅoÑUÍ]ÑUÍTÇ|Ç�Æ¢ÒnÈ Ô§ÒDÅ|Õ|ÆHÞ�Æ«Ç�Î«É�ÖDÒnÎ¬ÎNÏ�×RÉ1Ç�ÆHÅoÆNÛ1Í]ÌUÍ Ú È6ÆHÅ�ÍkÒnÕ�É1Ù4È6Ì�ÅoÑ6Í'Ö�Õ|ÆNÅoÆ¬ÖTÒBÎ
×RÉ1Æ«È1ÅTßBÊ�Ñ6Æ¬ÖoÑ]ÅoÑUÍTÕ�ÍTØ¢ÉaÕ�Í#Ö&ÉaÕ�Õ�ÍTÇ�×RÉ1È6Ì6ÇiÅ|É�Ò�ÇWÅ|Õ|Æ¬ÖZÅ�Î«É�ÖDÒBÎK��ë0ü=ëÑ��Ò`�)É1Ø

k
Ü®p�Æ¬È6Ö&Í

k
Æ«Ç C∞ÉDÛaÍTÕ�ÆNÅoÇ-Éa×RÍTÈ´ÒBÈ6Ì Ö&É1È6ÈUÍTÖ&Å�ÍDÌ ÌUÍ Ú È4ÆNÅoÆHÉ1È Ì6É1Ô�ÒBÆ«È
ß6ÅoÑUÍ'Ù4È6Æ«ÖTÆNÅqÏ�É1Ø�ÅoÑUÍ]Ö&Õ|ÆNÅoÆ¬ÖTÒBÎ
×RÉ1Æ«È1Å

ÍTÈ6Ç|ÙUÕ�ÍTÇ#ÅoÑ4ÒOÅ-ÅoÑ6Æ¬Çc��ë0ü4ëm� Ò�� Æ¬Ç�ßeÒBÎ«Ç�É6ßeÒnà4ÇLÉ1Î¬Ù�Å|ÍaÜ�ÄWÈ�ÉBÅoÑUÍTÕ#Ê�ÉaÕ|Ì6ÇTß
κ⊥2 (t)

Æ«Ç�Ô�Æ«È4Æ«Ô�ÒBÎ
É1È6ÎNÏ Ø¢ÉaÕ'ÕoÆHÓ1ÑaÅ � η = π

2 � Æ«Ç�É1Ç�Ö&ÍDÎHÍTÇ � ξ = 1 ⇔ f = g � Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1ÎHÍDÇ�Ü�ÄWÈ7ÅoÑ6Æ¬Ç]ÖTÒBÇLÍaß�ÅoÑUÍÛBÒBÎ¬ÙUÍ�É1Ø
κ⊥2 (t)

Æ¬Ç�ß6Éaà1Û6ÆHÉ1Ù4Ç�ÎNÏ
2
ßUÊ�Ñ6Æ¬ÖoÑ�×6Õ�ÉDÛ6Æ«Ì6ÍTÇcÅoÑUÍ�È6ÉBÕoÔ�ÒBÎ«Æ �DÒOÅoÆHÉ1È�Ö&ÉFÍ���Ö�ÆHÍDÈaÅDÜ

�#ç���ä ê ú � ÜNóZ�-ÄWØ t Æ¬Ç�ÍDïFÙ6Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ�ßRÅ|Ñ6ÍTÈ κ⊥2 (t) = 4√
3
' 2.31 > 2

ß�ÒBÇ�Í�Þ�×RÍTÖ&Å|ÍTÌ�Ç�Æ«È4Ö&Í
ÅoÑUÍ�Õ�ÍDØ¢Í�Õ�ÍTÈ4Ö&Í�ÍTÎHÍDÔ�ÍTÈ1Å�Æ«Ç-ÈUÉ�ÎHÉ1È6ÓBÍTÕ#ÍTï�Ù6Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎìÜ

q |*¨ û �	+Ü��v�`ªX�¦��¬%$c�%öv��×+�0ªF~
î ÈUÍ�ÍTÌ4ÎHÍ-ÌUÍ�ÓaÍDÈUÍ�ÕoÒBÖZÏkÉUÖ�Ö�Ù6Õ|ÇiÊ�ÑUÍDÈkÉ1È6ÍaßFÒBÈ6Ì�ÉaÈ4ÎNÏkÉ1ÈUÍaß1É1Ø6ÅoÑUÍ�ÒBÈUÓ1ÎHÍDÇ9É1Ø

t
Å|ÍTÈ6Ì6Ç9Å|É

0
� èìÿ��iáHòT÷nã � Üvb#Ñ6Æ¬Ç�Æ«Ô�×4Î«Æ«ÍTÇ�ÈUÉ1ÈUÍ]É1Ø�ÅoÑUÍTÔ Å�ÍDÈ6Ì6Ç-Å|É π ß=ÉBÅoÑUÍTÕLÊ�Æ«Ç�Í�ÅoÑUÍ�Õ�Í'Ê�É1Ù6Î«Ì àRÍ'ÅqÊ�ÉÒBÈUÓ1ÎHÍTÇ-Å|ÍTÈ4Ì6Æ«È6Ó�Å|É

0
ÜvÞ�ÍTÈ4Ö&ÍaßRÉ1ÈUÍ�ÒnÈ4Ì�É1È4ÎNÏ�É1ÈUÍ]É1ØiÅoÑUÍ]Ç|Æ«È6ÍTÇ�Æ«È � � Ü«òOó � Å|ÍTÈ6Ì4Ç#Å|É 0

ß
Æ«Ô�×4ÎNÏ6Æ«ÈUÓ�ÅoÑ4ÒOÅ-ÅoÑUÍ]ÈFÙ6Ô�Í�ÕoÒOÅ|ÉaÕ#Å�ÍDÈ6Ì6Ç#Å|É�Ò�ÈUÉ1È��5��Í�Õ�É�ÛaÒBÎ¬ÙUÍaß4Ê�Ñ6Æ¬ÎHÍ�ÅoÑUÍ]ÌUÍTÈ6ÉaÔ�Æ«È=ÒDÅ|ÉaÕ
Å|ÍTÈ6Ì6ÇcÅ|É

0
Ü®b#Ñ6Í�Õ�ÍTØ¢ÉaÕ�Í1ß

κ⊥2 (t) → +∞ ÜÄWÈ�ÅoÑUÍ§ÖTÒBÇ�Í�Ê�ÑUÍTÕ�Í
t
¡=ÒOÅ�Å|ÍTÈ6ÇTß�ë5�0ç2�¬ß¦É1ÈUÍ�É1Ø�ÆNÅoÇ]ÒBÈUÓ1ÎHÍDÇ�Å�ÍDÈ6Ì6Ç�Å|É

π
ß�ÍTÆHÅ|Ñ6Í�Õ

η → π
� ¡=ÒOÅ�Å�ÍDÈ6Ç#Æ«È E � ßUÉaÕ η → 0 � ¡=ÒOÅ�Å|ÍTÈ6Ç#Æ¬È F ÉaÕ G � Ü9ÄWÈ�àRÉBÅoÑ�ÖTÒBÇ�ÍTÇ�ß sin η → 0

ÅoÑ�Ù6Ç�ß
Ö&É1Ô'à=Æ«ÈUÍDÌ�Ê�ÆHÅoÑ�ÅoÑ6Í�Ø3ÒBÖZÅ9Å|Ñ=ÒOÅ

ξ+ 1
ξ ≥ 2

ßaÆNÅ�Ø0É1Î«Î«ÉDÊ�Ç9Ø¢Õ�É1Ô � � Ü d � ÅoÑ4ÒOÅ κ⊥2 (t) → +∞ Ü
�#ç���ä ê ú � ÜgâJ�JÄWÈ7ÅoÑUÍ�ÖTÒBÇLÍ�Ê�ÑUÍTÕ�Í t Æ«ÇkÒ�Õ|ÆHÓ1Ñ1Å'Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1ÎHÍ1ßià4Ù�Å�ÈUÉBÅ�ÈUÍTÖ�ÍTÇ�ÇoÒOÕoÆ«ÎHÏ7Õ|ÆHÓ1Ñ1ÅÆ«Ç�ÉaÇ|Ö&ÍTÎ«ÍTÇ-Æ«È

E
ß4ÆHÅ�Ø¢É1Î«Î«ÉDÊ�Ç-Ø¢Õ�É1Ô � � Ü«òaò � Å|Ñ=ÒOÅ��

x Æ«Ø t Æ¬ÇcÕ|Æ«ÓaÑ1Å-Æ¬È E ßUÅ|Ñ6ÍTÈ κ⊥2 (t) = f2+g2

fg

ß�Ê�Ñ4Æ«ÖoÑ�ÍTïFÙ=ÒnÎ¬Ç
2
Æ«Ø9ÒnÈ4Ì�É1È6ÎNÏ�Æ«Ø

f = g
ß

ÒBÈ6Ì�Å|ÍDÈ6Ì6ÇcÅ�É
+∞ ÒBÇ#ÍTÆHÅ|Ñ6Í�Õ fg

ÉaÕ f
g

ÌUÉ�ÍTÇ � È6Í�ÍTÌ6Î«Í'ÌUÍ�ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒBÖZÏ �-§
x Æ«Ø t Æ«Ç�Õ|Æ«Ó1ÑaÅ]Æ¬È F ß
ÅoÑUÍDÈ κ⊥2 (t) = e2+2g2

eg

ß
Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ ÒDÅ'àRÍDÇWÅ'ÍDïFÙ4ÒBÎ¬Ç
2
√

2
ß¦Ê�ÑUÍTÈ

e = g
√

2
ß=ÒnÈ4Ì�Å|ÍTÈ4Ì6Ç�Å|É

+∞ ÒBÇ#ÍTÆNÅoÑUÍTÕ eg
ÉaÕ g

e

Ì6ÉFÍDÇ � ÈUÍ�ÍTÌ4ÎHÍ'ÌUÍ�ÓaÍTÈ6Í�ÕoÒBÖZÏ � Ü�ÄWÈ×=ÒnÕLÅoÆ«ÖTÙ6Î¬ÒnÕTßFÆ¬Ø
t
Æ«Ç�ÒBÎ¬ÇLÉ'Æ«Ç�É1Ç�Ö&ÍDÎHÍTÇTßaÅ|Ñ6ÍTÈ

κ⊥2 (t) = 3
Ü9Ý4ÉaÕ�ÇWÏ6Ô�Ô�Í�Å�ÕLÏkÕ|ÍDÒBÇLÉ1È6ÇTßBÅoÑUÍ

Õ�ÍTÇ|Ù6ÎNÅoÇ-ÒnÕ�Í�Éaà1Û6ÆHÉ1Ù6Ç|ÎNÏ�ÅoÑUÍ'Ç|ÒBÔ�Í�Æ¬Ø
t
Æ«Ç#Õ|Æ«Ó1ÑaÅ�Æ¬È

G
Ü

Ý9ÆHÓ1ÙUÕ�Í � ×6Õ�ÉOÛUÆ«Ì6ÍTÇ�ÒkÓaÕoÒn×4Ñ4Æ«Ö�Ö&É1Ô�×=ÒnÕoÆ«ÇLÉ1È�àeÍ&ÅqÊ�Í�ÍTÈ�ÅoÑUÍ�Õ�ÍTÇL×RÍDÖZÅoÆNÛ1Í�àRÍTÑ4Ò�Û6ÆHÉaÕ|Ç#É1Ø
κ2� èìÿ���á«ò�÷nã�Ø¢ÉaÕ§Ì6Í&ÅZÒnÆ¬Î«Ç � ÒBÈ6Ì κ⊥2 Ü�ÄWÈ¸Ø3ÒBÖZÅDß�ÅoÑUÕ�ÍTÍ Ì4Æ� RÍ�Õ�ÍDÈaÅ z = κ⊥2

Ç�ÙUÕ|ØìÒBÖ&ÍTÇ§ÖTÒBÈ"àRÍ
ÌUÍ Ú È6ÍTÌ�ß�ÌUÍ�×RÍTÈ4Ì6Æ«È6Ó´É1ÈøÊ�Ñ4Æ«ÖZÑ Ö&É1ÙU×4Î«Í§É1Ø#ÒnÈ6Ó1Ù6Î¬ÒnÕ'ÛaÒnÕ|Æ¬Ònà4Î«ÍTÇ]Æ¬Ç'×4Æ¬Ö|ÐaÍTÌ�ß9àRÍTÖTÒBÙ6Ç�Í�É1Ø
ÅoÑUÍ´ÒnÇLÏUÔ�Ô�Í&Å|ÕLÏ Í&ÞU×4Î¢ÒBÆ«ÈUÍDÌuÆ«È�Ó-ÍTÔ�ÒnÕ�Ð � Ü«òaÜ b#ÑUÍ�Õ�ÍDØ¢ÉaÕ�ÍaßcÒOÅ§ÎHÍOÒBÇWÅ§Ö�ÉaÈ4Ö&Í�Õ|È4Æ«ÈUÓ

κ⊥2
ß

ÍTÆNÅoÑ6Í�Õ�ÒBÈ
η
�qÒOÞ6Æ«Ç§ÔkÙ6ÇWÅ§àeÍ´ÇL×RÍTÖTÆ Ú ÍDÌ�ßcÉaÕ§È6ÍTÆNÅoÑUÍTÕ§É1Ø�ÅoÑUÍ�ÅqÊ�É ÒOÞ�ÍTÇ;ãzy´ÒBÖZÅoÙ4ÒBÎ¬ÎNÏ�ÒnÕ�Í

ÒBÇ�ÇLÉUÖ�Æ¢ÒOÅ|ÍTÌ�Å|É
η
Ü9ÄWÈ�Ý9ÆHÓ1ÙUÕ�Í � ß

η
Æ«Ç#Æ¬È ÒOà=Ç�Ö�Æ¬Ç�ÇoÒ�ÒBÈ4Ì�ß=ÒnÇ#Í&Þ�×RÍDÖZÅ|ÍTÌ�ßUÅoÑ6ÍJÅqÊ�É�Ç�Ù6Õ|Ø3ÒBÖ&ÍTÇ

Ñ4Ò�Û1Í�Ì4Æ� RÍ�Õ|ÍTÈaÅ-àeÉnÅ�Å|É1Ô�Ç��
(π2 ,

π
4 , 1)

Ø¢ÉaÕ
z=κ⊥2

ÒBÈ6Ì
(π3 ,

π
3 , 1)

Ø¢ÉaÕ
z=κ2

Ü

æ|{ " ?<H ,-Q�37M�" ?v30 �" #oQG,-#54(M
η
" #%" EF1�_ " QG" 30_ :<'*471�'*47#*4G?(35476�,(_ &;?2L>30 24

x+ y = π
,pE�" #Ga
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Ý9ÆHÓ1ÙUÕ�Í � �Fp�ÙUÕ|ØìÒBÖ&ÍTÇ
z =

κ⊥2
2 � ÎHÍTØ¢Å � ÒBÈ6Ì z = κ2

2 � Õ|ÆHÓ1Ñ1Å � ÒBÇ-Ø0Ù6È6Ö&ÅoÆHÉ1È6Ç#É1Ø η � Ònà4Ç|Ö�Æ¬Ç�Ç|Ò �ÒBÈ6Ì�ÍTÆHÅoÑUÍ�Õ
φ
ÉaÕ
ψ � ÉaÕ|Ì6Æ¬È4ÒOÅ|Í � ß6Ø¢ÉaÕ z < 1.5 � ÙU× � ÒBÈ6Ì z < 3 � Ì6ÉDÊ�È � Ü



} ��~ ½%t-¼�À�Ã�¼W�
κ2

½�¿ ð�Áyx'À�¾9Ã;u(x�½%t#¾.xAu;z
pFÍTÖZÅoÆ«É1È � ×6Õ�ÉOÛUÆ«Ì6ÍTÇ�Ò�Ô�ÒOÅ|Õ|ÆNÞ`��à=ÒBÇLÍDÌ�Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1ÎHÍcï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ]Ô�ÍDÒBÇ�ÙUÕ|Í�Å|É�ÅoÑUÍcÖTÒBÇLÍ�Ê�ÑUÍ�Õ|Í�ÅoÑUÍ
Õ�ÍTØ¢ÍTÕ�ÍTÈ6Ö&Í�ÍTÎHÍTÔ�ÍTÈaÅ�Æ¬Ç�Ò�Õ|ÆHÓ1Ñ1Å�Æ«ÇLÉ1Ç|Ö&ÍTÎ«ÍTÇ�Å|Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1ÎHÍ#Ê�ÆHÅoÑ�ßFÆ¬È§ÒBÌ6Ì4ÆNÅoÆHÉ1È
ß�Ò�ÇL×RÍDÖ�Æ Ú Ö-Ö&É1ÈaÅ|Õ�É1Î
ÉDÛaÍTÕ�Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ�ÍDÌUÓaÍJÆ¬Ç�ÅoÑ6ÍJÑ1Ï�×RÉBÅ|ÍTÈ�Ù6ÇLÍ1ÜXb#ÑUÍ�Ô�ÒBÆ¬È�Ô�ÉBÅoÆHÛBÒOÅoÆ«É1È§É1Ø�ÅoÑ6Æ«ÇcÔ�ÉUÌ6Æ Ú ÖTÒOÅoÆHÉ1È�Æ«Ç
Å|É�ÒBÎ¬ÎHÉDÊ'ß4Æ¬È Ò�ÇLÍTÖ�ÉaÈ4Ì�ÇLÅ�ÍT×
ßUÅ|Ñ6Í'ÒBÌ4Òn×UÅZÒOÅoÆHÉ1È�É1Ø

κ2
Å|É�ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«ÇTÜ

�R|7{ ©«ªF�+�	��~Z�+¬K�¦�0ªF�
Ô�É1È6Ç�Æ¬ÌUÍ�Õ|Æ¬ÈUÓ7ÅoÑUÍ ÓaÍTÈ6Í�Õ|Æ¬Ö�×4Î¢ÒBÈ4ÒnÕ§ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ

q
ßcØ¢É1ÙUÕ�Ì6Æ� RÍTÕ�ÍTÈaÅ§Å|Õ|Æ¬ÒBÈ6ÓaÎ«ÍTÇ§Ô�Æ«Ó1ÑaÅ

àRÍ�Í&ÛaÒnÎ¬Ù4ÒOÅ|ÍTÌ àFÏùÅoÑUÍ�Ô�ÍDÒBÈ6ÇkÉ1Ø
κ⊥2
�
tA = DAB

ß
tB = ABC

ß
tC = BCD

ÒBÈ6Ì
tD = CDA

ßUÊ�ÆHÅoÑ�Õ�ÍTÇ�×RÍTÖZÅoÆNÛ1Í�ÍTÌUÓaÍ;��Ô�ÒOÅ|Õ|Æ«Ö�ÍTÇ
TA
ß
TB
ß
TC
ÒBÈ6Ì

TD
ÜS��ÉDÊ'ß4ÆNÅ�Ø¢É1Î¬ÎHÉDÊ�Ç

Ø¢Õ�É1Ô � � Ü¬ò � ÅoÑ4ÒOÅ
TA + TB + TC + TD =

(
0 0
0 0

)
� öUÜ¬ò �

ë*�3ç2�«ß
T3 = −T0 − T1 − T2. � öUÜgó �

ÄWÈuÉBÅoÑUÍ�Õ�Ê�ÉaÕ|Ì4Ç�ß#ÆNÅ�Æ¬Ç§Ù6È4ÈUÍTÖ&ÍDÇ�Ç|ÒnÕLÏ"Å|ÉùÍ�ÛBÒBÎ¬Ù4ÒOÅ|Í�ÅoÑUÍ�Ø¢É1ÙUÕ§ÍDÌUÓaÍ���Ô�ÒOÅ|Õ|Æ¬Ö&ÍTÇ�ÒOÅ�ÍDÒBÖoÑ
ÛaÍTÕLÅ�Í�Þ É1Ø-ÅoÑUÍ ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ�ß�Ç|Æ«È6Ö�Í´ÒBÈaÏ"É1Ø-ÅoÑUÍTÔ Æ«Ç�ÒøÎ¬Æ«ÈUÍOÒnÕ§Ö&É1Ô'à=Æ«È4ÒOÅoÆ«É1È É1Ø-ÅoÑUÍ
ÅoÑUÕ�Í�Í�ÉBÅoÑUÍ�Õ�É1ÈUÍTÇTÜAb#Ñ6Æ«Ç�Ç�Æ«Ô�×4ÎHÏ�Ô�ÍDÒBÈ6Ç�ÅoÑ4ÒOÅDß�Ó1ÆNÛ1ÍTÈ�Å|Ñ6Õ�Í�ÍkÛ1Í�ÕLÅ|Í&ÞøÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�ÒBÈ6Ì�ÍTÌ6ÓBÍ
ÕoÒOÅoÆHÉ1Ç�ßUÅoÑUÍ�ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕZÒnÎ
Æ¬Ç#Ø3Ù6Î¬ÎNÏ�ÌUÍ�Å|Í�Õ|Ô�Æ¬ÈUÍTÌ�ß4Ù6×�Å|É�ÑUÉ1Ô�ÉnÅoÑ6ÍTÖZÏ1Ü
��ÉDÊ'ß�Ö&É1È6Ç|Æ«ÌUÍTÕ|Æ«È6Ó

κ⊥2 (ti)
ßiÒBÇ'ÆNÅkÑ4ÒBÇ�àRÍTÍTÈø×4Õ�Í&Û6ÆHÉ1Ù6Ç|ÎNÏ7Ô�ÉUÌ6Æ Ú ÍTÌ7Ø0ÉBÕ'Õ|ÆHÓ1Ñ1Å]Æ«Ç�É1Ç�Ö&ÍTÎ«ÍTÇ

Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�ßUÅoÑUÍ'ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅoÆ«ÍTÇ#É1Ø¦ÍOÒBÖoÑ�É1Ø¦ÅoÑUÍTÇLÍ'Ø¢É1ÙUÕ#Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ-ÒnÕ�Í1ßUÕ�ÍDÇL×RÍTÖ&Å|ÆHÛ1ÍTÎNÏ1ß

κ⊥2 (tA) =
a2 + d2

ad sinα
, κ⊥2 (tB) =

a2 + b2

ab sinβ
, � öUÜ â �

κ⊥2 (tC) =
b2 + c2

bc sin γ
, κ⊥2 (tD) =

c2 + d2

cd sin δ
. � öUÜ � �

î Ö�Ö&ÉaÕ|Ì6Æ¬ÈUÓ´Å|É � öUÜ«ò � ß κ⊥2 (tD)
Æ«Ç]Õ�ÍDÎ¬ÒOÅ|ÍTÌùÅ|É

κ⊥2 (tA)
ß
κ⊥2 (tB)

ÒBÈ6Ì
κ⊥2 (tC)

ß�à4Ù�ÅkÅ|Ñ4Æ«Ç
ÌUÍ�×RÍDÈ6ÌUÍTÈ4ÖZÏuÆ«Ç§ÈUÉ Î«ÉaÈ6ÓaÍ�Õ§Î¬Æ«ÈUÍOÒOÕDß�Ç|Æ«È4Ö&Í Ç|Æ«È6Ó1Ù6Î¬ÒnÕ�ÛaÒBÎ¬ÙUÍTÇ�ÒBÈ6Ì�ßcÑUÍDÈ6Ö&Íaß�×RÉ1ÎHÏUÈ6ÉaÔ�Æ¬ÒBÎ
ÍTïFÙ=ÒOÅ|Æ«É1È6Ç�ß�ÒOÕ|Í�Æ¬ÈaÛ1É1ÎNÛ1ÍTÌ�Ü�b#ÑUÍ�Õ�ÍTØ0ÉaÕ�Íaß9ÒBÎNÅoÑUÉ1Ù6ÓaÑùÆHÅkÔ�Æ«ÓaÑ1ÅkÒn×6×RÍOÒnÕ]ÒBÇ'Ô�ÉaÕ�Í�ÍTÎHÍTÓFÒnÈ1Å
Å|É�ÌUÍTÇ|ÆHÓ1ÈùÒ�ïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏøÔ�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�Íaß¦Ì6Í�×RÍTÈ4Ì6Æ«È6Ó�ÉaÈ4ÎNÏøÉaÈøÅ|Ñ6Õ�Í�Í�É1Ø�ÅoÑUÍ�Ù6È��
ÌUÍ�Õ|ÎHÏUÆ¬ÈUÓ�Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Î«Í�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅoÆHÍTÇTß
ÆHÅ�Æ«Ç�Ö&Í�ÕLÅZÒBÆ¬È6ÎNÏ�ÔkÙ6ÖoÑøÔ�ÉaÕ�Í�Ö�ÉaÇLÅoÎNÏ1Ü]Ý6ÉaÕ�ÅoÑ6Æ¬ÇJÕ�ÍDÒBÇLÉ1È�ß¦Ò
Ô�ÉaÕ�Í'Õ�ÍDÒBÎ¬Æ«ÇLÅoÆ«ÖkÒBÈ6Ì´Ö&Í�ÕLÅZÒBÆ¬È6ÎNÏ´Ô�ÉaÕ�Í'Í;��ÖTÆHÍTÈ1ÅJÆ¬ÌUÍDÒ§Æ«Ç-Å|É�ÅZÒnÐBÍkÆ«È1Å|É�ÒBÖ�Ö�É1Ù6ÈaÅ�Å|Ñ6Í]Ø¢É1Ù6Õ
ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅoÆ«ÍTÇ�Ü Ý4ÉaÕ�Æ¬È6ÇWÅZÒBÈ6Ö�Íaß�ÉaÈ6Í�Ô�ÆHÓ1ÑaÅ�ÅZÒnÐaÍ�Å|Ñ6Í�Ê�ÉaÕ|ÇLÅ�É1ØcÅoÑUÍDÇLÍ�ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅoÆ«ÍTÇ�ß�Æ¬È ÉBÅ|Ñ6Í�Õ
Ê�ÉaÕ|Ì6Ç�ÅoÑ6ÍTÆHÕ�Ô�ÒOÞ�È6ÉaÕ|Ô��

κ∞2 (q) = max
(
κ⊥2 (tA), κ⊥2 (tB), κ⊥2 (tC), κ⊥2 (tD)

)
. � öUÜgô �

�#ç���ä ê ú�ö�Ü¬ò`� î ÇJÒBÎNÊ#Ò�Ï6Ç�ß=ÅoÑUÍ]×6Õ�Éaà4Î«ÍTÔ Ê�ÆHÅoÑ�ÅoÑUÍkÔ�ÒOÞ ÈUÉaÕ|Ô Æ¬Ç#ÅoÑ=ÒDÅDß=×4Õ�ÉDÛUÆ¬ÌUÍTÌ�ÅoÑUÍ
Ê�ÉaÕ|ÇWÅ]Å|Õ|Æ¬ÒBÈ6ÓaÎ«Í�Õ�ÍTÔ�ÒBÆ¬È6Ç�ÅoÑUÍ�Ç|ÒBÔ�Í1ß9ÆHÅ�Æ«ÇkÆ¬ÈaÅ|Õ|Æ¬Ç�Æ«ÖDÒBÎ«ÎHÏ Ù6È=ÒOà=ÎHÍ§Å|É ÅZÒnÐBÍ�Æ«È1Å|ÉøÒBÖ�Ö&É1Ù6È1Å
ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�ÛBÒnÕ|Æ¢ÒOÅoÆHÉ1È6Ç�É1ØeÅoÑUÍ�Å|Ñ6Õ�Í�Í�ÉBÅoÑUÍTÕ�É1ÈUÍTÇTßUÒBÇ�Æ«Î¬Î«Ù6ÇLÅ|ÕoÒOÅ|ÍTÌ§à1Ï§Ý9Æ«ÓaÙ6Õ�Í�ö��

κ∞2
ÖTÒBÈ6ÈUÉBÅ

ÌUÍ&Å|ÍTÖZÅ#ÅoÑ6Í�Ø3ÒBÖZÅ#ÅoÑ4ÒBÈ Ò�ïFÙ=ÒnÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ
Æ«Ç�sWÎHÍDÇ�Ç�u�Ì4Æ«ÇLÅ�ÉaÕLÅ|ÍTÌ�Å|Ñ=ÒBÈ�ÅoÑUÍ�ÉnÅoÑ6Í�ÕTÜ



Ý9ÆHÓ1Ù6Õ�Í'ö��®f�ÉnÅoÑ�ïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ«Ç-Ç�Ñ4ÒnÕ�ÍJÅoÑ6Í�ÇoÒBÔ�Í
κ∞2
Ü

î È4ÒOÅoÙUÕoÒBÎiÒDÅ�Å|ÍTÔ�×UÅ-Å|É�ÒBÌ6ÌUÕ|ÍTÇ�Ç#ÅoÑ6Í]ÖTÒBÇ�Í]Ô�ÍTÈ1ÅoÆHÉ1ÈUÍTÌ´Æ¬È^Ó-ÍTÔ�ÒnÕ�Ð�öUÜ¬ò]Æ«Ç-Å|É�Ö&É1È6Ç|Æ«ÌUÍTÕ
Å|Ñ6Í'ÒnÕ|ÆHÅ|Ñ4Ô�Í&ÅoÆ¬Ö�Ô�ÍOÒnÈ�Æ«È6ÇLÅ|ÍDÒBÌ�É1Ø¦Å|Ñ6Í�Ô�ÒOÞ�ÈUÉaÕ|Ô��

κ1

2(q) =
κ⊥2 (tA) + κ⊥2 (tB) + κ⊥2 (tC) + κ⊥2 (tD)

4
. � öUÜ õ �

�#ç���ä ê ú�öUÜNóZ�®b#ÑUÍ-ÖoÑUÉ1Æ¬Ö&Í#É1Ø6ÅoÑ6Í-ÒnÕ|ÆHÅ|Ñ4Ô�Í&ÅoÆ¬ÖcÔ�ÍOÒnÈ�Æ«Ç�ÒnÕ�à4ÆHÅ|ÕoÒnÕLÏ'Ê�ÆHÅoÑUÉ1Ù�Å�ÒBÈ1Ï�Ø0ÙUÕLÅoÑ6Í�ÕøWÙ6ÇLÅoÆ Ú ÖTÒOÅoÆ«É1È�Ü ) ÈUÍ�Ô�ÆHÓ1ÑaÅDßiç2�gþO�¬ß6×6Õ�ÍTØ0Í�ÕcÅ|É�Ù6ÇLÍ�ÅoÑUÍ�ÍDÙ6Ö�Î¬Æ«ÌUÍOÒBÈ�ÈUÉaÕ|Ô Æ«È4ÇWÅ|ÍDÒBÌ�Ü
�R|5� ����������� ���
Ä�Å�Ñ4ÒBÇcàRÍ�ÍDÈ�×4Õ�ÉDÛaÍDÌ�Æ¬È�pFÍTÖZÅoÆ«É1È � ÅoÑ4ÒOÅ

(∀ i ∈ {A,B,C,D}) κ⊥2 (ti) ≥ 2 � ö�Ü � �
Ê�ÆNÅoÑ�ÍDïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Æ«Ø9ÒBÈ6Ì�ÉaÈ4ÎNÏ�Æ¬Ø

ti
Æ«Ç�ÒkÕ|ÆHÓ1Ñ1Å�Æ«Ç�É1Ç�Ö&ÍTÎ«ÍTÇcÅ|Õ|Æ¬ÒBÈ6Ó1ÎHÍaÜ®Þ�ÍTÈ4Ö&Íaß6à1Ï�Ì6Í Ú È6ÆHÅoÆHÉ1È�ß

κ1

2(q) ≥ 2 + 2 + 2 + 2

4
= 2 � öUÜ ö �

Ê�ÆNÅoÑ�ÍDïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Æ«Ø9ÒBÈ6Ì�ÉaÈ4ÎNÏ�Æ¬ØiÒBÎ¬Î
κ⊥2 (ti)

ÒnÕ�Í�ÍDïFÙ4ÒBÎeÅ|É
2
Ü�ÄWÈ ÒBÌ6Ì6ÆHÅoÆHÉ1È�ß

κ∞2 (q) = 2 ⇐⇒ (∀ i ∈ {A,B,C,D}) κ⊥2 (ti) = 2 � ö�Ü d �
Ê�ÑUÍTÈ6Ö�Í´àRÉBÅ|Ñ

κ∞2
ÒBÈ6Ì

κ1
2

Õ�ÍDÒBÖoÑuÅoÑUÍTÆ«Õ�Ù4È6Æ«ï�ÙUÍ7Ònà4ÇLÉ1Î¬Ù�Å|Í ��ë0ü4ëm� Ò�� É1È4ÎNÏ"Ê�ÑUÍDÈ
qÆ«Ç§ÒøÇ�ïFÙ=ÒnÕ�ÍaÜ�¥ ÉaÕ�Í�ÉDÛ1Í�ÕTß�Å|Ñ6Í&Ï"Ñ4Ò�Û1Í�ÅoÑUÍ Ç|ÒBÔ�Íà�kë3ü4ëm� Ò��kß

2
ß�Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ"×6Õ�ÉDÛ6Æ«ÌUÍDÇkÅoÑUÍ

ÈUÉaÕ|Ô�ÒBÎ¬Æ��DÒOÅoÆ«ÉaÈ�Ö&É�Í;��Ö�Æ«ÍTÈaÅDÜ
�R|*¨ ûq�	vÜ��v�`ª®�¦��¬%$c�%öv��×+�0ªF~
� · & ·*µ $<Î¦Â�ÎJÍ�Ím¯�Ím´('JÂ�ÎJÃ
î Ç�Í&Þ�×=Î¬ÒBÆ«È6ÍTÌ´Æ¬È�£�ÒnÕoÒnÓaÕoÒn×4Ñøô�ÜNó�ß4Ê�Ñ6ÍTÈ

q
Æ«Ç�×=ÒnÕoÒBÎ«Î«ÍTÎHÉaÓaÕoÒBÔ ÆNÅ�Ø0ÉaÎ¬ÎHÉOÊ�Ç-ÅoÑ4ÒOÅ

sinα =
sinβ = sin θ § Æ«È ÒBÌ6Ì4ÆNÅoÆHÉ1È
ß a = c

ÒBÈ6Ì
b = d

ßUÊ�ÑUÍTÈ4Ö&Í

(∀ i ∈ {A,B,C,D}) κ⊥2 (ti) =
a2 + b2

ab sin θ
� öUÜ¬òT÷ �



Ø¢Õ�É1Ô Ê�Ñ4Æ«ÖoÑ�ÆHÅ�Ø¢É1Î«Î«ÉDÊ�ÇcÅoÑ4ÒOÅ

κ∞2 (q) = κ1

2(q) =
a2 + b2

ab sin θ
=
|q|22
2A � öUÜ¬òaò �

ÉaÕTßUÍDïFÙ6ÆHÛaÒnÎ«ÍTÈ1Å|ÎHÏ1ß

κ∞2 (q) = κ1

2(q) =
|q|20 + |q|2∞
|q|0|q|∞ sin θ

� öUÜ¬òOó �
Ø¢Õ�É1Ô Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ§ÅoÑUÍ�Ø¢É1Î¬ÎHÉDÊ�Æ¬ÈUÓ�Í&ÞU×6Õ�ÍTÇ|Ç�Æ«ÉaÈ�Æ«È§Å|Í�Õ|Ô�Ç�É1Ø¦ÇLÅ�Õ�Í�ÅoÖoÑ6Æ¬ÈUÓ�ÒBÈ6Ì§Å|ÉaÕ|Ç|ÆHÉ1È�É1Ø

κ1
2

Ø¢ÉaÕ
×=ÒnÕoÒBÎ«Î«ÍTÎ«ÉBÓaÕoÒBÔ�Ç-ÒnÕ|Æ«Ç�ÍTÇ;�

κ∞2 (q) = κ1

2(q) =
1

sin θ

(
τ +

1

τ

)
. � öUÜ¬òTâ �

�#ç���ä ê ú�öUÜgâJ��ÄWÈ�Å|Ñ6ÍJÖ&É1ÈaÅ|Í&Þ�Å�É1ØeÅoÑUÍ κ2
Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1ÎHÍJï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ§Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�Íaß1Ê�ÆHÅoÑ�ÒBÈ§ÍTïFÙ4Æ«Î¢ÒDÅG�

Í�ÕoÒBÎ�Õ�ÍTØ¢Í�Õ|ÍTÈ6Ö&Í�ÍTÎ«ÍTÔ�ÍTÈ1ÅDß4ÆNÅ�Æ¬Ç#Ç|ÑUÉDÊ�È�Æ¬ÈùáHòT÷nã
ÅoÑ4ÒOÅ#Å|Ñ6Í�Ø¢É1Î¬ÎHÉDÊ�Æ¬ÈUÓ§Æ«ÌUÍDÈaÅoÆNÅqÏ�ÑUÉ1Î«Ì4Ç;�

κ2(t) =
|t|22

2
√

3At
, � öUÜ¬ò�� �

Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ(Òn×6×RÍDÒnÕ|Ç�Å�É"àeÍ7Ç�Æ¬Ô�Æ¬Î¬ÒnÕ�Å|É � öUÜ¬òaò � ß�Ù6×³Å|É¸Ò Ö�ÉaÈ4ÇWÅZÒBÈaÅ Ø3ÒBÖZÅ|ÉaÕTÜ Ä�Å Æ«Ç�ï�Ù6ÆNÅ|ÍÇ|ÒOÅoÆ«Ç|Ø3ÒBÖZÅ|ÉaÕLÏ´Å|É�ÉaàUÅZÒBÆ«ÈøÅoÑUÍ�ÇoÒBÔ�Í�Õ�ÍTÇ|Ù6ÎHÅTßiÙU×7Å�É´Ò�Ö&É1È4ÇWÅZÒBÈaÅ]Ø3ÒBÖ&Å�ÉaÕTß�Ø0ÉaÕ�Å|Õ|Æ¬ÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�ãBã
ÒBÈ6Ì�×RÒOÕZÒnÎ¬ÎHÍDÎHÉaÓaÕoÒBÔ�ÇTÜ

� · & ·ÑÐ �À¯J.�³�ÎZ±*'KÍm¯
ÄWØ
q
Æ¬Ç�ÒkÕ�ÍTÖZÅZÒBÈUÓ1Î«ÍaßUÅoÑUÍTÈ � öUÜ¬òDâ � ÖTÒBÈ�Éaà1ÛUÆ«É1Ù6Ç|ÎNÏ�àRÍ'Ç�Æ¬Ô�×=Î«Æ Ú ÍTÌ ÒBÇ#Ø¢É1Î¬ÎHÉDÊ�Ç��

κ∞2 (q) = κ1

2(q) = τ +
1

τ
� öUÜ¬òOô �

ÅoÑFÙ6Ç
κ∞2
ÒBÈ6Ì

κ1
2

Õ�ÍDÌ6Ù6Ö&Í�Å�É#ÅoÑUÍ�Ç|ÒBÔ�Í�Ø0Ù6È4ÖZÅoÆHÉ1È�ßnÌ6ÍTÈUÉBÅ|ÍTÌ]ÒBÇ
κ2@A

ßDÊ�Ñ6Æ¬ÖoÑ'ÌUÍ�×RÍTÈ4Ì6Ç
É1È6ÎHÏ
É1È ÅoÑUÍ�ÇLÅ|Õ�Í&ÅoÖoÑ4Æ«ÈUÓ�ØìÒBÖZÅ|ÉBÕJÉ1Ø

q
ß
ÒBÈ4Ì�Æ¬Ç�ÉaàFÛUÆ«ÉaÙ4Ç�ÎHÏ´ÇLÅ|Õ|Æ«Ö&Å|ÎHÏ�Æ«È6Ö�Õ�ÍDÒBÇ�Æ¬ÈUÓ�ÉDÛ1Í�Õ

[1,+∞[
Ü

ÄWÈ�ÒBÌ6Ì4ÆNÅoÆHÉ1È
ß4ÆNÅoÇ�ÒBÇWÏUÔ�×UÅ|ÉBÅoÆ«ÖJàRÍTÑ4ÒTÛUÆHÉaÕ�Æ«Ç#Ó1ÆNÛ1ÍTÈ�àFÏ

κ2@A(τ) ∼
τ→+∞

τ ∼
τ→+∞

ζ@A(τ), � öUÜ«òDõ �
Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ Æ¬Ô�×4Î¬ÆHÍDÇ�ß9Æ¬Èù×=ÒnÕLÅoÆ«ÖTÙ6Î¬ÒnÕTß�ÅoÑ=ÒDÅ

κ2@A
Ì6ÆHÛaÍ�Õ|ÓBÍDÇ�Å|ÉDÊ#ÒnÕ|Ì6Ç

+∞ Ê�Ñ6ÍTÈ
τ
Å�ÍDÈ6Ì6Ç�Å|É

+∞ Ü

� · & · & �yÁo´KÃLKNM*O
Ä�Å�Æ«Ç�ÒBÎ¬ÇLÉøÆ¬ÈaÅ|Í�Õ�ÍTÇLÅoÆ«ÈUÓ�Å�ÉøÈ6ÉBÅ|Æ¬Ö&Í�ÅoÑ4ÒOÅDß�Æ«È ÅoÑUÍ�ÖTÒBÇLÍ�Ê�ÑUÍ�Õ|Í

q
Æ¬Ç�Ò Õ|ÑUÉ1Ô]à4Ù6ÇTß � öUÜ¬òTâ �Ç�ÑUÉDÊ(Å|Ñ=ÒOÅ#àRÉBÅoÑ

κ∞2
ÒBÈ6Ì

κ1
2

Õ�ÍTÌ6Ù4Ö&ÍJÅ|É§Ò�Ø0Ù4È6ÖZÅoÆ«ÉaÈ�É1Ø
θ
�

κ∞2 (q) = κ1

2(q) = κ2♦(θ) =
2

sin θ
� öUÜ¬ò � �

æ�æ " ?+30 24®/2#5/�,(_	QG,-#54(M2$% 24G?v30 24X'*4�H�47'*47?2Q74X4G_ 4GEF4G?�3%" #o47ç�/�" _ ,B3547'5,(_ a



Ê�Ñ6Æ«ÖZÑ�ÇWÅ|Õ|Æ¬ÖZÅoÎNÏ�Ì6ÍTÖ&Õ�ÍDÒBÇ�ÍTÇ � Õ|ÍTÇL×
ÜiÌUÍTÖ&Õ�ÍOÒnÇ�ÍTÇ � É1È ]0, π2 ] � Õ�ÍTÇ�×
Ü [π2 , π[ � ÒBÈ4Ì�Æ¬Ç
ÍTï�Ù6ÆNÛaÒBÎHÍDÈaÅÅ�É 2
θ � Õ�ÍTÇL×¦Ü 2

π−θ � Ê�Ñ6ÍTÈ θ → 0+ � Õ�ÍTÇL×¦Ü θ → π− � Ü�ÄWÈ´×=ÒnÕLÅoÆ¬Ö�Ù6Î¢ÒOÕDß κ2♦
Ì6ÆHÛaÍ�Õ|ÓBÍDÇ�Å|É

+∞ Ê�ÑUÍTÈ θ Å�ÍDÈ6Ì6ÇcÅ|É�ÍTÆNÅoÑUÍTÕ 0+
ÉaÕ
π−
Ü

b#ÑUÍ§Õ�ÍTÎ¢ÒDÅoÆHÛaÍ�ÇLÍTÈ4Ç�ÆNÅoÆHÛUÆHÅoÆHÍTÇ]É1Ø
κ∞2
ÒBÈ6Ì

κ1
2

Å|É´ÇLÅ|Õ�Í&ÅoÖoÑ6Æ¬ÈUÓøÒnÈ4Ì7Å�ÉaÕ|Ç|ÆHÉ1È ÒnÕ�Í§È6ÉDÊ Ì4Æ«Ç��
Ö�Ù6Ç|ÇLÍTÌ�ß6àFÏ�ÇLÉ1ÎHÛUÆ«È6Ó

κ2@A(τ) = κ2♦(θ)
ß�ë5�3ç&ß

τ +
1

τ
=

2

sin θ
⇐⇒ τ2 sin θ − 2τ + sin θ

τ sin θ
= 0 � öUÜ¬òDö �

ÒBÈ6Ì§ÇLÉ1ÎNÛ6Æ«È6Ó]Ø0ÉBÕ
τ
Õ�ÍTÌ6Ù6Ö�ÍTÇ�Å|É Ú È6Ì6Æ¬ÈUÓ'ÅoÑUÍ�Õ�É�ÉBÅoÇ�É1ØRÅ|Ñ6Í-×RÉ1ÎHÏUÈ6ÉaÔ�Æ¬ÒBÎ

X2 sin θ−2X+

sin θ
Ü ) à1Û6ÆHÉ1Ù6Ç|ÎNÏ1ß�ÅoÑUÍTÇ�ÍkÕ�É�ÉBÅoÇ�ÒnÕ�Í 1±|cos θ|

sin θ

ß¦Ö&ÉaÕ�Õ�ÍTÇ�×RÉ1È6Ì6Æ¬ÈUÓ�Å|É�Ò�ÌUÉ1ÙUà4Î«Í�Õ�É�ÉBÅ�ÉaÈ4ÎNÏ
Ê�ÑUÍTÈ

θ = π
2

ÒnÈ4Ì�ß
ÑUÍTÈ4Ö&Íaß
τ = 1

ß9ë5�3ç��¬ß
Æ«Ø�ÒnÈ4Ì´É1È6ÎHÏ�Æ«Ø
q
Æ«Ç�Ò§Ç|ïFÙ4ÒnÕ�Í1ÜAÔ�É1ÈaÛ1Í�Õ|Ç�ÍTÎNÏFß

τ = 1
Æ¬Ô�×4Î¬ÆHÍTÇ

sin θ = 1
Å|Ñ�Ù6Ç

θ = π
2

Ü�ÄWÈ�ÅoÑ6Í�ÖTÒBÇ�ÍJÊ�Ñ6Í�Õ�Í
θ 6= π

2

ß4ÆHÅ�Æ¬Ç#ÖTÎHÍDÒnÕ#ÅoÑ4ÒOÅ

1 + |cos θ| > sin θ > 0
ßRÑUÍTÈ6Ö&Í 1+|cos θ|

sin θ

Ö&É1Ô�×=Î«Æ«ÍTÇ#Ê�ÆNÅoÑ�ÅoÑ6Í'Ø3ÒBÖ&Å#ÅoÑ4ÒOÅ
τ > 1

Ü>��ÉDÊ'ß
θ∈ ]0, π[\{π2 }

Æ«Ô�×4Î«Æ«ÍTÇ
0 < sin θ < 1

ÅoÑFÙ4Ç
sin2 θ < sin θ

ÒBÈ6Ì

1− |cos θ| < 1− cos2 θ = sin2 θ < sin θ. � öUÜ«ò2d �
b#ÑUÍ�Õ�ÍTØ0ÉaÕ�Íaß 1+|cos θ|

sin θ < 1
ß1ÑUÍTÈ6Ö&Í#Ø¢ÉaÕ�ÒBÈ1Ï

θ ∈ ]0, π[
ß � öUÜ¬òDö � Ñ4ÒBÇiÅoÑUÍcØ0ÉaÎ¬ÎHÉDÊ�Æ¬ÈUÓ�Ù6È6Æ¬ïFÙ6ÍÇLÉ1Î«ÙUÅoÆHÉ1È��

τ =
1 + |cos θ|

sin θ
. � öUÜNón÷ �

¥ ÉaÕ�Í�ÉDÛ1Í�ÕTßOÇ�É1ÎNÛ6Æ«ÈUÓ � ö�Ü¬òDö � Ø0ÉaÕ θ ÉBàFÛUÆ«É1Ù6Ç�ÎHÏJà6Õ|Æ¬ÈUÓ1Ç�ÅqÊ�Éc×eÉaÇ|Ç�Æ«à4ÎHÍ�ÇLÉ1Î¬Ù�ÅoÆHÉ1È4Ç�ß arcsin 2τ
τ2+1ÒBÈ6Ì

π−arcsin 2τ
τ2+1

ÜiÄWÈ�ØìÒnÖ&ÅTßBÅoÑUÍ&ÏkàRÉBÅoÑ�Ö&ÉaÕ�Õ�ÍTÇ�×RÉ1È6Ì]Å�ÉJÅoÑUÍ#ÇoÒBÔ�ÍcÇ|Ñ4Òn×RÍ#Ø¢ÉaÕ
q
ß1Ç�Æ¬È6Ö&Í

Å|Ñ6Í&Ï�ÒnÕ�Í�Ç�Ù6×6×4Î«ÍTÔ�ÍTÈ1ÅZÒnÕLÏ1Ü
Ý9ÆHÓ1ÙUÕ�Í¢dkÕ�Í�×6Õ�ÍDÇLÍTÈ1ÅoÇ�Å|Ñ6ÍJÕ|ÍTÇL×RÍDÖZÅoÆNÛ1Í�ÇWÅ|Õ�Í&ÅoÖZÑ6Æ«È6Ó�Ø3ÒBÖZÅ|ÉaÕX5Tå;�9Å|ÉBÕoÇ�ÆHÉ1È�ÇLÍDÈ6Ç�ÆHÅoÆNÛUÆHÅoÆHÍDÇcÉ1Ø

ζÒBÈ6Ì
κ1

2

ß1Ù4Ç�Æ¬ÈUÓ � ôFÜ �1÷ � ÒnÈ4Ì � öUÜNón÷ � Ü.f�ÉBÅoÑkÓaÕoÒn×4Ñ4Ç�Ñ4Ò�Û1Í�ÒJÇ|ÒBÎ¬ÆHÍTÈ1Å�×RÉ1Æ¬ÈaÅ�Æ¬È (π2 , 1)
ß1Ç�Æ¬È6Ö&Í

ÈUÍTÆHÅ|Ñ6Í�Õ-ÅoÑUÍkÒnà=ÇLÉ1Î«ÙUÅ|Í�ÛBÒBÎ¬ÙUÍ � Ø0ÉBÕ ζ � ÈUÉaÕ-ÅoÑUÍ]Ç|ïFÙ4ÒnÕ�Í'Õ�É�ÉBÅ � Ø¢ÉaÕ κ1
2 � Ø0Ù6È4ÖZÅoÆHÉ1È6ÇJÒnÕ�Í C1
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Ý9ÆHÓ1ÙUÕ�Ícd��Sá�ÕoÒn×4Ñ6ÇcÒOÅ�ÅqÊ�É�Ì6Æ  RÍ�Õ�ÍTÈ1Å#Ç�ÖTÒBÎ«ÍTÇ�×4Õ�ÉDÛUÆ¬Ì6Æ«È6Ó]ÅoÑUÍ�Õ�ÍDÇL×RÍTÖ&Å|ÆHÛ1ÍJÇ�ÍTÈ6Ç|ÆNÅoÆNÛ6ÆNÅoÆ«ÍTÇ�É1Ø
ζ � ÌUÉBÅ�Å|ÍTÌ � ÒBÈ6Ì κ1

2 � Ç�É1Î«Æ¬Ì � Å|É�ÇWÅ|Õ�Í&ÅoÖZÑ6Æ«È6Ó�5Tå;�9Å|ÉaÕ|Ç�Æ«É1È�Ü

� · & ·QP FÂ�²mÎZ±*'�M.ÍmÎ¦Â�+%¯-'J¯`±%¯OÂ�ÎR.�Ï
ÄWÈ§ÖTÒBÇLÍ�É1Ø
Ò�Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒnÕ�Ì6Í�ÓaÍTÈUÍ�ÕZÒnÖ&Ï�É1Ø

q
ßRë5�0ç2�¬ßUÒOÅ�ÎHÍOÒnÇLÅ�É1È6Í�ÉaØ
ÆNÅoÇ�ÒBÈUÓ1ÎHÍDÇ�Å|ÍTÈ6Ì6Ç�Å�É

π
ß

ÆNÅ#Ø0ÉaÎ¬ÎHÉDÊ�ÇcÆ¬Ô�Ô�ÍDÌ6Æ¬ÒOÅ|ÍTÎHÏ§Ø0Õ�É1Ô � öUÜ â � ÒBÈ6Ì � öUÜ � � ÅoÑ4ÒOÅ-ÒOÅcÎ«ÍDÒBÇWÅcÉ1ÈUÍJÉ1ØeÅoÑUÍ κ⊥2 (ti)
Å|ÍTÈ6Ì6Ç



Å|É
+∞ ßUÒBÇ�ÌUÉ κ∞2 (q)

ÒBÈ6Ì
κ1

2(q)
ÜiÄWÈ�ÉBÅoÑUÍ�Õ�Ê�ÉaÕ|Ì4Ç�ßFàRÉBÅ|Ñ

κ∞2
ÒBÈ6Ì

κ1
2

Ì4ÆNÛ1Í�Õ�ÓaÍ�Æ«È§ÖTÒBÇ�Í
É1Ø
Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1Ù6Î¬ÒnÕ�ÌUÍ�ÓaÍTÈUÍTÕoÒBÖZÏ1Ü
�#ç���ä ê ú´öUÜ �K� î È�ÉBÅoÑUÍ�Õ�ï�Ù4ÒBÎ«ÆHÅqÏ Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�Í'Ö�É1Ù6Î«Ì�àeÍ]ÌUÍ Ú È6ÍTÌ�àFÏ�ÓaÍTÈUÍTÕoÒBÎ«Æ �TÆ«È6Ó � öUÜ¬òaò �Å|É�ÒBÎ«ÎRï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ¬Ç�Ü9ÄWÈ�ÅoÑUÍJÖTÒBÇLÍ�É1Ø
Ò�Å�ÕoÆ¬ÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒnÕ�ÌUÍTÓaÍTÈUÍ�ÕoÒBÖ&Ï1ßFÅoÑ6Æ«Ç�Ô�ÍOÒBÇ�ÙUÕ�Í�Ê�É1Ù6Î«Ì
ÈUÉBÅ�Ì6ÆHÛ1Í�Õ�ÓaÍ�àRÍTÖDÒnÙ4ÇLÍ�ÅoÑUÍ'ÌUÍTÈUÉ1Ô�Æ«È4ÒOÅ|ÉaÕ � ÅoÑUÍ]ÒnÕ�ÍDÒ � Ê�É1Ù4Î«Ì�ÈUÉBÅ#Å|ÍDÈ6Ì�Å|É 0

ßUÊ�Ñ6Æ¬ÎHÍ�ÅoÑUÍ
ÈFÙ6Ô�Í�ÕoÒOÅ|ÉaÕ � ÅoÑ6Í�Ç�Ù6Ô É1Ø�ÒBÎ¬Î9Ç|ïFÙ4ÒnÕ�ÍDÌ´ÍTÌ6ÓaÍ�ÎHÍTÈ6ÓnÅoÑ4Ç � Õ�ÍTÔ§ÒBÆ«È6ÇJàRÉ1Ù6È4ÌUÍTÌ�Ü ¥ ÉaÕ�Í�ÉDÛ1Í�ÕTßÆNÅ§Ê�É1Ù4Î«Ì�ÈUÉBÅ§àRÍ�Ö&É1ÈaÅoÆ¬ÈFÙUÉ1Ù6Ç�Ê�ÆHÅ|ÑuÅ|Ñ6Í

κ2
Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1ÎHÍ�ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ¸Ô�ÍOÒnÇ|ÙUÕ�Í1ß�Í&Û1ÍTÈ³ÒnØ¢Å|Í�Õ

ÒBÌ�øWÙ6ÇLÅoÆ«ÈUÓuÈUÉaÕ|Ô§ÒBÎ«Æ �DÒOÅoÆHÉ1ÈðÖ&É�Í;��Ö�Æ«ÍTÈaÅoÇTß�Ç�Æ¬È6Ö&Í A → At
Ê�Ñ4Æ«Î«Í |q|22 6→ |t|22

ÜÙb#Ñ6Æ«Ç
Ô�ÒnÐaÍTÇ]Ò�Ö�Î«ÍDÒnÕkÌ6Æ� eÍ�Õ�ÍTÈ6Ö�Í�Ê�ÆNÅoÑ

ζ
ßiØ0ÉaÕ�Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ7Å|Õ|Æ¢ÒnÈ6Ó1Ù6Î¬ÒnÕkÖ&É1ÈaÅoÆ¬ÈFÙ6ÆHÅqÏùÆ¬Ç�ÍDÈ6Ç�Ù6Õ�ÍTÌ7àFÏ

ÅoÑUÍ�ØìÒnÖ&Å#Å|Ñ=ÒOÅ
p→ pt

Ü

� � Áyw t#¾9Ã&ÂFxAu ¾.tWz�Áyuo½.z
f�ÍTÖDÒBÙ6ÇLÍ�É1Ø�ÅoÑUÍ�Ø0É1ÙUÕ7��Ì6Æ¬Ô�ÍTÈ4Ç�Æ«É1È4ÒBÎ«ÆHÅqÏùÉ1Ø

Q1
ß�ÆNÅ�Æ¬ÇkÆ«Ô�×RÉ1Ç�Ç�Æ«à4Î«Í§Å�É�×6Õ�ÉDÛ6Æ«Ì6Í�Ö&É1Ô�×4Õ�Í��

ÑUÍTÈ6Ç|ÆNÛ1Í�×4Î«ÉBÅLÅoÆ¬ÈUÓ1Ç#É1Ø�ï�Ù4ÒBÌUÕoÒBÈUÓ1Î«Í'ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÇ�ßiç2�gþO��ÒBÇ-Æ«Èùá«òT÷Oã�Ü®b#Ñ6Í'ÒBÎHÅ�ÍTÕ|È4ÒOÅ|Í
Òn×6×6Õ�ÉFÒBÖoÑ§Ù6Ç�ÍTÌ�Ñ6Í�Õ�Í�Æ¬Ç�Å|É�Å|ÍTÇWÅ�ÅoÑUÍDÇLÍ�Ô�ÍOÒBÇ�ÙUÕ�ÍDÇ�ÉDÛaÍ�ÕcÒ�Õ�Í�×6Õ|ÍTÇLÍTÈ1ÅZÒOÅ|ÆHÛ1Í�ÇLÍ�Å�ÉaØ�ïFÙ4ÒBÌ6Õ|ÆÊ�
Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ¬Ç�ÜiÄWÈ�ÒBÌ6Ì6ÆHÅoÆHÉ1È�ß
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ÒBÈ6Ì
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ÒnÕ�Í�Å|ÍTÇWÅ|ÍTÌkÉ1È]ÛaÒnÕ|Æ«É1Ù6Ç�ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ
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b#ÑUÍ�×4Õ�Éa×RÉ1ÇLÍTÌuÇLÍ�Å�É1Ø�Õ|ÍTØ¢Í�Õ�ÍDÈ6Ö&Í�ÍDÎHÍTÔ�ÍTÈaÅoÇ�Ö�É1È6Ç�Æ¬ÇWÅoÇ�Æ¬È ÅoÑUÍ�×4Õ�Í&ÛUÆ«É1Ù6Ç|ÎNÏuÆ«È1Å|Õ�É�Ì4Ù6Ö&ÍTÌ
ïFÙ4ÒBÌ6Õ|Æ«Î¢ÒOÅ�ÍTÕoÒBÎ«Ç � ß q© ß ♦1 ÒBÈ6Ì ��

〉
x � Ê�ÆHÅoÑ x = 0.51

ÒBÈ6Ì
x = 0.501 � ß4ÒBÎ«É1ÈUÓ�Ê�ÆNÅoÑ��

� @�A ÒBÈ6Ì @�:���A ß6Õ�ÍTÖZÅZÒBÈUÓ1Î«ÍTÇ�Ê�ÆHÅoÑ�Õ|ÍTÇL×RÍTÖ&ÅoÆNÛ1Í�ÇLÅ|Õ�Í&ÅoÖoÑ6Æ¬ÈUÓ�Ø3ÒBÖZÅ|ÉaÕ|ÇcÉ1Ø 2
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ß4ÌUÍTÈ6ÉBÅ|Æ¬ÈUÓ�ÅoÑUÍ�ÅqÊ�É�ïFÙ=ÒBÌUÕ|Æ«Î¢ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ«Ç#É1ØiÝiÆ«Ó1ÙUÕ�Í]ö §

� ♦5 ß=ÒkÕ|ÑUÉ1Ô]à4Ù6Ç#Ç|Ù6ÖoÑ ÒBÇ AB = 5AC
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b#ÑUÍkÖ&ÉaÕ�Õ�ÍTÇ�×RÉ1È6Ì6Æ¬ÈUÓ�ÈUÉaÕ|Ô§ÒnÎ¬Æ��TÍTÌ´ïFÙ4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ´Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÇ�ÒnÕ�Í]Ó1ÆNÛ1ÍTÈ�b9Ònà4ÎHÍ�òaßRØ0Õ�É1Ô Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ
ÇLÍ&Û1Í�ÕoÒBÎ�Õ�ÍTÔ§ÒnÕ�Ð�Ç#ÖTÒBÈ�àRÍ�Ô§ÒnÌ6Í��
x ÒBÇcÔ�ÍTÈaÅoÆ«É1ÈUÍTÌ�àRÍTØ0ÉaÕ�Íaß6ÈUÍDÆNÅoÑUÍ�Õ τ ÈUÉaÕ σ Ô§ÒnÐBÍ�ÇLÍTÈ4ÇLÍ'ÒnÇ#ï�Ù4ÒBÎ¬ÆNÅqÏ�Ô�ÍDÒBÇ�Ù6Õ�ÍTÇcÆ¬È�ÒÓaÍTÈUÍ�ÕZÒnÎUÖ&É1È1Å�Í�ÞFÅ § Ñ6ÉDÊ�Í&Û1Í�ÕTßnÊ�Ñ6ÍTÈkÖ�É1È6Ç�Æ¬ÌUÍ�Õ�ÍDÌ'Å|ÉaÓaÍ&ÅoÑUÍ�ÕTßnÅoÑ6Í&Ï]×6Õ�ÉDÛUÆ¬ÌUÍ�ÛaÒnÎ¬Ù4Ònà4Î«ÍÆ«È4Ø¢ÉaÕ|Ô�ÒOÅoÆ«ÉaÈ ÒOàeÉaÙUÅ-ï�Ù4ÒBÌUÕ|Æ¬Î¬ÒOÅ|Í�ÕoÒBÎ
Ç|Ñ4Òn×RÍ'ÒBÎ«É1ÈUÓ�ÅqÊ�ÉmsWÌ4Æ«Ô�ÍDÈ6Ç�Æ«É1È6Çzu�É1Ø

Q1 §
x ÒBÇ-Í�Þ�×RÍTÖZÅ|ÍDÌ�ßeÈUÍTÆHÅoÑUÍ�Õ ζ ÈUÉaÕ ι Ì6Í&Å|ÍTÖZÅ�ÅoÑUÍ'Å�Õ|Æ¢ÒBÈUÓ1Ù6Î¢ÒnÕ�ÌUÍ�ÓaÍDÈUÍ�ÕoÒBÖ�Æ«ÍTÇ-Ê�Ñ6Æ¬ÖoÑ�Òn×��×RÍDÒnÕ�Æ¬È

�
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ÒBÈ6Ì�ßRÔ�ÉaÕ�Í]Ô�ÒnÕ�ÐaÍTÌ6ÎHÏ1ß=Æ¬È
�
�〉
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Ü>b#Ñ6Í]Ø3ÒBÖZÅ-ÅoÑ=ÒDÅDßRÈUÍ&Û1Í�ÕLÅoÑUÍTÎ«ÍTÇ�ÇTß
ι
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ζ
ÌUÉ�ÍTÇ�Æ«Ç�Ì6ÙUÍ�Å|É´ÅoÑUÍ
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ß κ1

2

ÒBÈ6Ì
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ÒnÕ�Í�Ì6Æ¬Ç�Ö�ÉaÈ4ÈUÍTÖZÅ|ÍTÌ]ÒBÇ�ÇLÉ�É1È'ÒnÇiÒBÇWÏUÔ�Ô�Í&Å|ÕLÏ�Òn×6×RÍOÒnÕ|Ç�Ü¦ÄWÈ
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@�A ó ò òaÜ«òOóaô òaÜNô òaÜNóaô òaÜNóaô òaÜgóaô

@�:���A òT÷a÷ ò óaôFÜNô ôn÷6ÜNô ôn÷ ôn÷6Ü ÷6ò ôn÷6Ü ÷6ò

♦1 ò òaÜNô òaÜ«òOôaô òaÜ¬òOôaô òBÜ �4ò;� òBÜ¬òOôaô òaÜ¬òDôaô

♦5 ò � Ügö��4ò ô�Ü ÷Fóaô ô�Ü ÷Fóaô � Ü ÷ � ò ôFÜ ÷Fóaô ô�Ü ÷1óaô

�
�〉

0.51

òaÜ daõ�ò òaÜNóBõUò òaÜ«òDö òaÜNôBõ1ó ôFÜNôBö1ô òBÜNôBöaö ó�ÜNônöaö

�
�〉

0.501

òaÜ d�dBõ òaÜ �4òOô òaÜgóaôaô òaÜgõ � ó ò � Ügõaö óFÜ daõ�d � Ü dBâaâ
q© � Ü � ò òaÜ öaö1ô âUÜgâaö�d âaâUÜ d ó�Ü d1ô � âUÜgõn÷��
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òaÜ õaõ òaÜgâ�ò òaÜNó òBÜNô ó�ÜNô�ò òaÜ â1ô ó�Ügõ��
��� a � � ���p� a � ����� a � ���=� a � ���=� � ���n� a � �������

L2

òaÜ õ1ô òaÜgó òaÜ¬òOó òaÜgâ�d òaÜ daâ òaÜgó ó�Ü ÷Fó
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L3

òaÜ õaâ òaÜ¬òTâ òaÜ ÷ � òaÜgâBâ òaÜgõaõ òaÜ«òOó òaÜgö
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